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Izvod

U ovom radu prikazana je primena direktnih metoda za reSavanje problema meSovitih
matri¢nih igara na kroz primer samostalne zanatsko trgovinske radnje. Optimalne strategije
igraca u igri i vrednost igre dobijene su putem analitickog i grafickog metoda, dok je kao
potvrda validnosti rezultata koriS¢en softverski paket Lindo v.6.1. ReSavanjem problema
zaklju€eno je da su optimalne strategije igraca P*=(14,29 %, 85,71 %) 1 Q*=(28,57 %,
71,43 %), a vrednost igre je V=15,71 (izrazeno u hiljadama RSD). Vrednost igre
predstavlja najviSu prodajnu cenu i istovremeno najmanju kupovnu cenu proizvoda iz
odabranog asortimana. Primenom ovih metoda mogu se unaprediti performanse preduzeca
u smislu fokusiranja na odredenu vrstu trazenog proizvoda.
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1. UvOD

Teorija igara pocinje sa radom Johna von Neumanna tokom 1920-ih, Sto je kulminiralo
njegovom knjigom sa Oskarom Morgensternom. Proucavali su “nula-sum” igre u kojima
su interesi dva igraca strogo suprotstavljeni. John Nash je obradio opstiji i realisti¢niji
sluc¢aj mesavine zajednickih interesa i rivalstva i1 bilo kog broja igraca. Drugi teoreticari,
kao npr. Reinhard Selten i John Harsanyi koji su sa Nashom delili Nobelovu nagradu za
ekonomiju 1994. godine, proucavali su jo§ kompleksnije igre u kojima jedan igra¢ ima vise
informacija od drugih iz prakse iz domena meSovitih igara (Dixit, 2024).

Brojni su primeri u Teoriji igara, kako teoretski, tako i u praksi, od najbanalnijih do velikih
problema i dilema. Postavlja se pitanje kako ih reSiti. Najopstiji primer jesu prodavci i
kupci. Prodavcima je u interesu da Sto viSe prodaju i po Sto visoj ceni, a kupcima da plate
Sto manje, po mogucstvu i sa odlozenim rokom placanja. Ono $to se upravo zeli postiéi je
najbolje moguce reSenje za sve aktere Sto nekada nije ni malo lako.

Teorija igara je matematicka teorija procesa donosenja odluka igraca (ucesnika, protivnika)
koji su u sukobu (konfliktu) ili su ukljuceni u konfliktne uslove (Jovanovi¢, 2016). Pomocu
teorije igara neophodno je analiziranje i reSavanje konfliktne situacije. Pri reSavanju
meSovitih matri¢nih igara potrebno je odrediti optimalne strategije za svakog igraca
(Jovanovi¢, 2016). Ukoliko se odmah moze pronaéi jedna optimalna strategija za oba
igraca, onda se radi o prostim matri¢nim igrama. Medutim, ukoliko svaki od igraca ima
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drugaciju optimalnu strategiju, re¢ je o meSovitim matri¢énim igrama. ReSenje meSovitih
matri¢nih igara se dobija nakon uvodenja elemenata slucajnosti prilikom izbora
pojedinacnih strategija, a svakoj strategiji se dodeljuje odredena verovatno¢a (Jovanovic,
2016). Sustina je u tome da ne postoji jedinstvena strategija koja ¢e omoguditi igracu ,,A*
maksimalni moguci dobitak odnosno jedinstvena strategija igraca ,,B“, ve¢ se radi o
kombinaciji strategija.

Obzirom da u danasnje vreme postoji mnogo primera teorije meSovitih matri¢nih igara,
ovde je razmatran primer jedne samostalne zanatsko trgovinske radnje kroz potencijalne
kupce i deo prodajnog asortimana.

2. TEORIJSKO-METODOLOSKE POSTAVKE RADA
2.1. MeSovite matri¢ne igre

Kod matri¢nih igara, igra moze biti u domenu prostih ili meSovitih matri¢nih igara. Sam
put reSavanja matri¢ne igre moze se objasniti i preko algoritma koji je prikazan na Slici 1.
Prema ovom algoritmu, matrica plaanja moZe biti redukovana na matricu manjih
dimenzija, nakon ¢ega se primenjuje Waldov kriterijum, ili ukoliko to nije moguce, odmah
se pristupa primeni ovog istog kriterijuma.

Poletna matrica
placania

Redukovana
)' matrica placania

Primena Waidovog (
kriterjuma

NE

Sedlasta
taia
[ Direktne metode |
Refenje matritne 1
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Matica 2x2  Mawica 2x2; e
2xn; mx2 s

! v

Analiticki Graficki Metod inearnog
metod metod programiranja

Slika 1. Algoritam reSavanja matri¢nih igara (Radi¢, 2020)
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Kada matrica placanja nema sedlastu tacku, reSavanje problema se komplikuje pa se
moraju primeniti 1 druge metode. U ovom radu obradic¢e se direktne metode 1 to analitiCke 1
graficke. Analiticki metod moze biti primenjen putem direktnih formula ili parcijalnih
izvoda.

Posmatramo dva igraca A i B. Igra¢ A ima m alternativa - strategija, dok igra¢ B ima n
alternativa. Shodno tome, igrai A i P te strategije biraju sa verovatno¢ama Ppi,...,Pm
odnosno qg,...,q, 1 pri tome vazi:

imipi=1 (1)
?:1 q; =1 2)
Vektor P = (p1, ..., pm) Nazivamo mesSovitom strategijom igrata A, dok vektor Q =

(91,...,qn) nazivamo meSovitom strategijom igraca B. kod Ciste strategije jedna verovatnoc¢a
jednaka je 1, a sve ostale su 0. Kod meSovite strategije najmanje dve verovatnoce moraju

biti pozitivne (Dixit, 2024).
2.1.1. Direktna priimena formula

Najjednostavniji slucaj je matrica tipa 2X2, pa je na njenom primeru podesno objasniti
formule koje se koriste u direktnoj primeni.

Neka je matrica placanja oznacena kao:

aj; 4p
a1 04y

I neka je P*(p1, p2) optimalna strategija igraca A, Q*(qi, gz) optimalna strategija igraca B,
a V vrednost igre. Tada vaZi:

az2—021

pl - aii1tazz—aiz—az; (3)

p2=1-pl (4)
_ Az2—012

ql N a11+0a22—012—021 (5)

q2=1-q1 (6)

V= Az2'011—012°A21 (7)

ay1t+dz2—012—0zq

2.1.2. Grafi¢ki metod

Graficki metod (metoda) zasniva se na geometrijskoj interpretaciji, pri ¢emu se mora prvo
krenuti od jednog igraca. Mi sami biramo od kog igra¢a ¢emo krenuti. Za igraca za kog
smo se odlucili, sastavljamo nejednacine na osnovu matrice placanja. Ukoliko smo poceli
od igraca A, onda moramo pronaci parametre p; I P2 koji odreduju njegovu optimalnu
strategiju P* (Milovanovi¢, 2019). Daljim matematickim proracunom, tj. reSavanjem
jednacina 1 primenom analiticke geometrije, dolazimo do jednacina pravih za igraca A.
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Dobijaju se dve prave koje se seku 1 u njihovom preseku nalazi se tacka P* koja u stvari
predstavlja optimalnu strategiju igraca A.

Na sli¢an nacin sastavljamo nejednacine za igraca B, s tim $to je odnos prema vrednosti
igre V u prvom slucaju >, a u drugom <.

2.1.2. Lindo program

Lindo (engl. Linear Interactive and Discrete Optimizer) predstavlja interaktivni softverski
paket koji je razvijen od strane kompanije Lindo System Inc., USA (LINDO) i moze
koristiti u svim aplikacijama gde je potrebno izvrsiti optimizaciju. Softverski paket Lindo
v.6.1. funkcioniSe tako $to se u njega unose funkcija cilja i ograni¢enja i brzo se dobijaju
gotova reSenja (Milovanovi¢, 2019; LINDO, 2024).

Da bi se definisao problem u Lindo v.6.1. programu Koriste se oznake y; i zo, za igraca A,
X]j 1 go za igraca B (Milovanovi¢, 2019), kao i slede¢e formule:

1 1
i ®)
pi=yi'V (9)

3.REZULTATI PRAKTICNOG PRIMERA

Primena direktnih metoda za resavanje problema mesovitih matri¢nih igara ¢e u ovom radu
biti prikazana na primeru SZTR za proizvodnju nameStaja pod imenom “XXX” u cilju
zastite podataka. SZTR “XXX” proizvodi i1 prodaje razli¢ite komade namestaja namenjene
kako fizi¢kim, tako i pravnim licima. U Tabeli 1 su prikazane cene po razli¢itim vrstama
namestaja u odnosu na dve vrste kupaca, fizicka i pravna lica.

Tabela 1. Prodajne cene dela asortimana SZTR “XXX”

Cene u hiljadama RSD Fizi¢ko lice Pravno lice
Sto 11 9
Stolica 5 4
Orman 20 14
Vitrine 15 16
Polica 10 8

U cilju pojednostavljenja daljeg postupka obrade podataka pristupa se redukciji. Nakon
izvr$ene redukcije izgled pocetne matrice plac¢anja prikazan je u Tabeli 2.

Tabela 2. Matrica placanja nakon redukcije

Potencijalni kupac
Fizicko lice Pravno lice
w ” Orman 20 14
SZTR “XXX Vitrine 15 16

Kako bi se proverilo da li je re¢ o prostim ili meSovitim matricnim igrama, mora se
potraziti “sedlasta tacka”, Sto se postize primenom Waldovog kriterijuma (Tabela 3).
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Potencijalni kupac . .
Fizicko lice | Pravno lice Min | Max 1
Orman 20 14 14 15
SZTR Vitrine 15 16 15
XXX Max i 20 16
Min j 16 I5<V<I16

Na osnovu rezultata prikazanih u Tabeli 3, moze se zakljuciti da ova igra pripada
mesovitim matri¢nim igrama, obzirom da ne postohi sedlasta tacka. Vrednost igre V nalazi
se izmedu 151 16.,tj. 15<V < 16.

3.1. ReSavanje definisanog problema pomocu analitickog metoda direktnom
primenom formula

Radi bolje preglednosti prikaz elemenata koji ¢e biti koriSé¢eni u formulama dat je u Tabeli
4.

Tabela 4. Potrebni elementi matrice za primenu formula

Potencijalni kupac
Fizicko lice (q1) Pravno lice (92)
“ ” Orman 20 14
SZTR™XXX™ " Nitrine ((gi)) 15 16
Direktnom primenom formula dobija se sledece:
Ay — Ayq 16 — 15 1
Pl= ¥4, —a,—a, 20+16-14—15 7
6
p2=1-pl= -
ayy — Aqo 16 — 14 2
A= e, —a,—ay 20416—14—15 7
5
q2=1—-ql = Z

_ azz'all_alz'a21 _ 1620_14‘15
_a11+a22_a12_a21_20+16_14_15

= 15,71 n.j.

Odnosno:
p1:14,29 %; p2:85,71%; q;|_:28,57%; QQ:71,43%
3.2. ReSavanje definisanog problema pomoc¢u graficke metode

Kao polazni podaci koristi¢e se podaci iz Tabele 4, pri ¢emu se formira sistem nejednacina
za SZTR “XXX

20 p1+15p, >V
14p; +16p2 >V

7




O. Milosavljevi¢ | Engineering management 10 (1) (2024) 73-82

Optimalna meSovita strategija SZTR”XXX” dobija se uz uslov p;+p, = 1, odnosno, p, = 1-
p1, pa se dobija sledece:

I11: 20 pr+15pp > V 12: 14 p+16 pp > V
20 p1+15 (1-p1) =V 14 p1+16 (1-p1) =V
20 p1+15-15p; =V 14 p;+16-16p; =V
5p1+15 =V 2p1+16 = V
p1=0— V=15 p1=0— V=16
pr=1— V=20 p=1— V=14

Graficko reSenje nalazi se u preseku prava l; i I, §to se dobija izjedna¢avanjem njihovih
jednacina:

5p;+15 = -2p;+16

5p;1+2p; = 16-15

pr=1

Py = 1/7 = 0,1429

p2 =1-p; = 6/7 =0,8571

Na taj nacin se dobija optimalna meSovita strategija SZTR "XXX” P*(1/7; 6/7). Ukoliko se
p1 i p2 zameni u bilo kojoj jednacini prave Iy ili |, dobice se vrednost igre V:

5pi+15 =V
5/7+15= V
V=1571

Kako bi se dobila i optimalna strategija potencijalnih kupaca formira se sistem
nejednacina:

201+t14 2, <V
150; +16 Q2 <V
Uz uslov g:+q, = 1, odakle sledi, g2 = 1- q:

11: 20 qi+14 qu < V 12: 15 q1+16 Q2 < V
20 qu+14 (1-q1) = V 15 q,+16 (1-q1) = V
20 01+t14-14q9: =V 15 q;+16-1601 = V
601+14 = V 1 +16 =V
=0— V=14 Gt =0— V=16
p1=1— V=20 h=1— V=15

Graficko reSenje u preseku prava ly i lo:
6q;+14 = -q;+16
6q:+0; = 16-14
701=2
q: = 2/7 =0,2857

78



O. Milosavljevi¢ | Engineering management 10 (1) (2024) 73-82

0o = 1-q, = 5/7 = 0,7143
Na taj nacin se dobija optimalna meSovita strategija kupaca Q*(2/7; 5/7).
Ukoliko se q; i g2 zameni u bilo kojoj jednacini prave |y ili I, dobice se vrednost igre V:
60, +14 = V
12/7+14=V
V=15,71
Graficki prikaz reSenja zadatog problema prikazan je na Slikama 2 i 3.

)

20

P*(1/7:6/7)
[ ]

15

[
[

p

Slika 2. Graficki prikaz opimalne strategije SZTR “XXX”

20
Q*(2/7;5/7)

15 =

10

Ln

{
Slika 3. Graficki prikaz optimalne strategije potencijalnih kupaca SZTR “XXX”

3.2. ReSavanje definisanog problema primenom programskog paketa LINDO

Provera ta¢nosti prethodnih rezultata izvrSena je primenom softvera LINDO 6.1, §to je
prikazano na Slikama 4 i 5.
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%3 LINDO
File Edit Sclve Reports Window Help
Dlg=EES ¢leelvREelxfl ©e RABR 2ES 2k
|
LP OPTIMUM FOUND AT STEP 2 8] cuntitleds
OBJECTIVE FUNCTION VALUE ;gﬁﬂyifygunkCija cilja
1) 0.6363636E-01 =T
' lovo =u ogranicenja
VARIAELE VALUE REDUCED COST 20y1l+15y2>=1
¥1 0.009091 0.000000 l4yl+ley2>=1
T2 0.054545 0.000000 ENI{
ROW  SLACK OR SURFLUS DUAL PRICES
21 0.000000 —0.018182
33 0.000000 —0.045455
NO. ITERATIONS= 2
Slika 4. Rezultati primene Lindo programa za SZTR ”"XXX”
84 LinDO
File Edit Solve Reports Window Help
DzlEdS o eelvelza ®e RAB 2Es 20
Eﬁ !_"g'duntitled:-
I0vo je funkcija cilja
LP OPTINUY FOUND AT STEF 2 i
OBJECTIVE FUNCTION VALUE ?gvu su ogranisenda
1) 0.6363636E-01 2luitidxzid
VARTAELE VALUE REDOCED CoOST END |
i1 0.018182 0.000000
iz 0.045455 0.000000
ROW  SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
23 0.000000 0.009091
33 0.00000a0 0.054545
HO. ITERATIONS= 2

Slika 5. Rezultati primene Lindo programa za potencijalne kupce SZTR "XXX”
Tumacenje rezultata Lindo programa za SZTR “XXX:
Zp = 0,06363636
V = 1/z5 = 1/0,06363636 = 15,71
Y1 =0,009091; paje p1 = Y1-V =0,009091-15,71 = 0,2857 = 14,29 %
Y, = 0,045455; pa je p, = Y2V =0,045455-15,71 = 85,71 %
Na sli¢an nacin se tumace rezultati za potencijalne kupce SZTR “XXX”:
go = 0,06363636
V =1/go = 1/0,06363636 = 15,71
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X1 =0,018182; pa je g1 = X1V = 0,018182-15,71 = 0,1429 = 28,57 %
X2 =0,054545; pa je g2 = X2V =0,054545-15,71 = 0,7143 = 71,43 %
4. DISKUSIJA REZULTATA

Imajuéi u vidu sve prethodne rezultate, odnosno rezultate dobijene direktnom primenom
formula, grafickom metodom i1 primenom LINDO softvera, zaklju¢ujemo da su svi
rezultati identi¢ni. To potvrduje sledece:

P* je optimalna meSovita strategija SZTR “XXX” i to: P*(1/7;6/7), §to znac¢i da postoji
14,29 % verovatnoce da ¢e SZTR “XXX” proizvoditi orman i 85,71 % verovatnoce da ¢e
proizvoditi vitrine

Q* je optimalna meSovita strategija potencijalnih kupaca i to: Q*(2/7;5/7), sto znaci da
postoji 28,57 % verovatnoce da ¢e fizicko lice kupiti namestaj SZTR “XXX” i 71,43 %
verovatnocée da ¢e pravno lice obaviti kupovinu kod istog SZTR

Takode, proracunata vrednost V = 15,71 n.j.koja je dobijena svim metodama, nalazi se u
opsegu 15 <V < 16, ¢ime je jo§ jednom potvrdena ispravnost dobijenih rezultata.

5. ZAKLJUCAK

Teorija igara, kao 1 meSovite matricne igre imaju primenu u svakodnevnom zivotu. U
ovom radu kao primer primene prikazan je deo prodajnog asortimana jedne radnje u
zavisnosti od vrste potencijalnih kupaca. Dobijene vrednosti optimalnih strategija putem
analitickog 1 grafickog metoda identi¢ne su, kao i putem Lindo programa. Identi¢nost
rezultata govori u prilog tacnosti modela.

Dobijena vrednost igre predstavlja prodajnu cenu proizvoda iz odabranog asortimana
radnje, ali istovremeno i1 kupovnu cenu. Na taj nacin, koriS¢enjem meSovitih matri¢nih
igara moze se pomoci kako u odabiru odredenog proizvoda sa stanoviSta kupaca, tako i
ukazivanjem na mozda ciljanu proizvodnju samog proizvodaca.
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APPLICATION DIRECT METHODS FOR SOLVING MIXED
MATRIX GAMES ON THE EXAMPLE OF AN SZTR

Ognjen Milosavljevi¢
University of Belgrade, Technical Faculty in Bor, Engineering Management Department
Bor, Serbia

Abstract

This paper demonstrates the application of direct methods for solving mixed matrix games
through the example of an independent trading shop. The optimal strategies of players in
the game and the value of the game were obtained using analytical and graphical methods,
with validation of results using the Lindo v.6.1 software package. By solving the problem,
it was concluded that the optimal strategies of players are P* = (14.29%, 85.71%) and Q*
= (28.57%, 71.43%), with the value of the game being V=15.71 (expressed in thousands of
RSD). The value of the game represents the highest selling price and simultaneously the
lowest purchase price of products from the selected range. By applying these methods, the
performance of companies can be improved by focusing on specific types of sought-after
products.

Kljucéne reci: game theory, mixed matrix games, analytical method, graphical method,
Lindo
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