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Teorija igara

TEORIJA IGARA

Zivot obiluje situacijama u kojima je potrebno dsito odluke. U nekim
slu¢ajevima, posledice odluke zavise iskljo od jedne strane koja donosi odluku.
Na primer, programer donosi odluku u kojem progtaoms jeziku ¢e kodirati
algoritam koji reSava dati problem. Wéim, ¢esto posledice odluka ne zavise
samo od jedne stranedeod interakcije sa odlukama koje donose drugansty
tako da ishod odluke jedne strane zavisi i od aglldiuge ili drugih strana&esto

je slwaj da se ovakve situacije karakteriSu i suprotgairh-antagonistkim
interesima tiesnika u odlgivanju, tj. kazemo da su strane koje donose odiuke
konflikgu. U igri Saha, rezultat igre ne zavisi saod poteza jednog igfa ve i od
poteza drugog a njihovi interesi su konfliktni, gmaka strana Zeli da pobedi drugu.

Ovakav sldaj neizvesnosti u odéivanju nazivamoigrom a oblast operacionih
istrazivanja koja se bavi analizom ovakvih problemaalaZzenjem optimalnih
reSenja se naziwaorijom igara

Pod teorijom igara se podrazumeva matetkatieorija procesa dono3enja odluka
protivhika (wesnika, igréa) koji su u konfliktu (sukobu) ili su uklgeni u
konkurentske uslove. Pod pojmom igre podrazumevenaeel realne konfliktne
situacije. Igri se mogu dodati odgovargupravila, ¢ime se definiSu pravila
ponaSanje tesnika u igri, a cilj teorije igara je da se egmakt matematikim
algoritmom analizira konfliktna situacija i odredizumno ponaSanje igiai toku
konflikta, tj. da se odrede optimalne strategijeswakog od &esnika u igri.

1. Matematicke igre

1.1.Covek i igra

Pojam “igra” se poistovlje sa razonodom i zabavom, tj. sa aktivnostima leej
obavljaju dobrovoljno i ne smatraju se obavezame su nastale zbog potrebe za
telesnom i duhovnom razonodom, i pruZza zadovoljséno onome u procesu
stvaranja. Takde, to je slobodna delatnost koja nije neposrednmetauta
egzistencijalnim problemima. Ona osmiSljava naSstqjanje koje osiguravamo
radom. M@utim, igra ne samo da zahtevag v@odstte dosetljivost i istraZivi
duh. Kroz igru¢ovek i da shvati odréene odnose i da stvara nove. Na taima
igra doprinosi razvoju civilizacije.

Zan Zak Ruso je smatrao da je poStovanje pravitaigoma vazno za vaspitanje
deteta. Deni Didro u svom delu “Zakoni prirode” kaZNisam siguran da li postoji
veza izmdu nadarenosti za igru i genija matersata; méutim, izmefu igre i
matematike postoje brojne veze”.
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Prva knjiga koja spada u Zanr zanimljive matematkgvljena je 1612. godine.
Nemaki matematar Ernst Zermelo je 1921. godine dokazao vaZnédehja o
postojanju pobedtikih strategija. John von Neumann je joS 1928. godiefinisao

i upotrebio neke pojmove iz teorije igara. ddém, tada je pojava nove teorije
ostala izvan domasaja stne javnosti i veoma malo je&injeno na ovom podgju

do pojave pomenute knjige. U toj knjizi se prvi ppbjavijuje zadatak sa
brojevima. Temelje teorije igara postavili su Jokon Neumann i Oscar
Morgenstern 1944. godine u knjizi “Theory of Ganaggl Economic Behavior”.
Tada su konmo date matemade osnove teorije, definisani osnovni pojmovi
strategije i vrednosti igre, formulisani metodi zalaZzenje optimalnih strategija i
ukazano na mognost primene ove teorije u ekonomskim istrazivaajindz.
Dantzig je 1951. godine pokazao vezu izmédinearnog programiranja i teorije
igara. Preciznije, tada je dokazano da se jedacijajmé slwaj igre, “igra sa
zbirom nula”, moze svesti i reSavati kao problemedirnog programiranja. Od tada
je pcelo da raste interesovanje za razvoj i primenuijeedgara. Postalo je
o¢igledno da logika struktura teorije igara krije u sebi mnogo mowmsti u
pogledu donoSenja odluka u privredi.

1.2. Osnovni pojmovi i principi teorije igara

Osnovni pojmovi koji karakteriSu teoriju igara su:
» igraci: predstavljaju strane u konfliktu;
» igra: model realnog ponaSanj&asnika u igri;
» dobitak(gubitak: predstavlja rezultat igre;

* igra sa nultom sumomsluaj kada jedna strana dobija onoliko koliko
druga strana gubi;

» skup strategija (poteza alternativg predstavlja ponaSanje svakog od
igrata (to je plan razvoja igre);

« optimalna strategijato je strategija koja pri viSestrukom ponavljaigue
obezbduje igra&u maksimalno mogii srednji dobitak, odnosno minimal-
no mogui srednji gubitak.

Kriterijumi, koji se koriste za izbor optimalne ategije mogu biti mnogobrojni:
min maxmax minkriterijum (Wald-ov; pesimistki);
max maxmin minkriterijum (optimistiki);
Hurwitz-ov kriterijum (metod optimizma-pesimizma);
Laplaceov kriterijum (princip nedovoljnog razloga);
Savageov kriterijum; (metodninimaxkajanja);
Kriterijum ocekivane vrednosti
Bernulijevkriterijum; itd.
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Prvih pet, pobrojanih, kriterijuma se primenjuju zeslove neizvesnosti, a
kriterijum ofekivane vrednosti za uslove rizika.

Min max (max min kriterijum je osnovni kriterijum koji se koristi teoriji igara.
Naziva se i Waldov kriterijum prema A. Waldu kagi yitvrdio pravilo na kome se
zasniva ovaj kriterjum: Ako su mi nepoznata stanja prirode, zadme
najoprezniji stav’ Ovaj kriterijum podrZzava oprezan i pesimi&fi stav, pa bez
ulaZenja u rizik teZi da ografiimogti gubitak.

Optimalna strajegija po ovom kriterijumu je takueategija koja, pri viSestrukom
ponavljanju igre, obezlieje igra&u maksimalno mogt srednji dobitak, odnosno
minimalno mogdi srednji gubitak.

Polazéi od ovakvog pravila, mogu da se definiSu stegeincipi:

- lgra& bira svoje ponaSanje tako da mu dobitak u igriebomaksimalan uz
najnepovoljnije pretpostavljeno pona3anje protienikvakav postupak
predstavlja zapravo izbor najopreznije strategijesam princip se naziva
maxmin princip.

- Igra¢ moZe da bira svoje ponaSanje tako da mu gubicu bathimalni
pri, po njemu, najnepovoljnijem delovanju protivajkgde se ovakav
princip nazivaminmax princip.

Ovi principi ukazuju na jedan oprezan pristup $tzikuje teoriju igara od kocke.

Termin “igre” se koristi kao nama metafora za Siroki krug interakcija ljudi u
kojima ishod interakcije zavisi od resobnih strategija dve ili viSe strana koje
imaju konfliktne interese. Osnovna pitanja kojaestavljaju u teoriji igara su:

- Sta to znai izabrati “racionalnu” strategiju, kad ishod segtje zavisi
od strategije koju bira protivnik i kad je informgcnepotpuna?

- Da li je racionalno u igrama koje dozvoljavaju iajgnni dobitak (ili
uzajamni gubitak) obe strane, uzajamno 8iavati da bi se obezbedio
najveti uzajamni dobitak (ili ostvario najmanji uzajamgubitak) ili je
racionalno delovati agresivno, bez obzira na niogst uzajamnog
dobitka ili gubitka?

- Ako je ponekad racionalno igrati agresivno, koje teusituacije u
kojima se to isplati, a u kojim situacijama je @@lno sardivati?

- Da li iz procesa interakcije spontano nastaju nmargbravila saradnje
racionalnih egoista?

- Kakvo je realno ponaSanje ljudi u odnosu na “raaine’ recepte koje
nudi teorija igara?

- Ako je ono razléito, u kom je to smeru? Da li su ljudi vise

kooperativni nego Sto to predlaZe teorija igarasul viSe agresivni? lli
oboje?
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Teorija igara se moze koristiti za analizu hazdrdigara, kao Sto je poker, ili
sportskih igara, kao Sto je fudbal, ali i nekih @@ koje nisu igre u
prethodnom smislu, kao Sto su trziSna konkurentif@ u naoruZanju, ekolo3ki
problemi i neke sasvim egzétie situacije, kao Sto je pitanje saznanja da i
postoje natprirodna && i mnoge druge. Svaki od igeaima moguanost izbora
odgovarajde strategijegiji ishod zavisi od strategija koju biraju i ostaliesnici u
igri. Prema tome, problem teorije igara je matethkatproblem maksimizacije
dobitka grupe ili jednog igea, Sto predstavlja racionalno reSenje igre.

Za prakttno kori€enje teorije igara interesantno je ispitati vezeslsahomskom
teorijom. Kljwna veza izméu teorije igara i neoklasme ekonomije je koncept
racionalnog ponaSanja. Neoklas ekonomija je bazirana na pretpostavci da su
ljudska bta absolutno racionalna u odnosu na néogst ekonomskog izbora.
Drugim retima, svaki pojedinac teZi da u datoj situaciji maksira svoj dobitak -
profit ili neku drugu subjektivnu korist.

Koncept racionalnog pojedinca koji bira svoje stije tako da maksimizira
oc¢ekivanu korist je svakako aproksimacija realnoggdamja ljudskih I¢a, koje

moze da ponekad bude i iracionalno i zavisi od @si¥kih karakteristika svake
pojedin&ne osobe. M&utim, ova aproksimacija se pokazuje kao dovoljnbrdo
da objasni, u proseku, reakcije ljudi 8anih sa konkretnim ekonomskim izborom.

Pretpostavka racionalnosti ima dvostruku uloguttazsvanjima alokacije resursa.
Prvo, ona suZava skup maigju reSenja, jer apsolutno racionalno ponasanje je
viSe podloZno analizi nego iracionalno i drugo, qgmaZza kriterijum za ocenu
efikasnosti ekonomskih sistema. Ukoliko ekonomsggiesn omogtava da jedni
gube viSe nego Sto drugi dobijaju (troSkovéived koristi), tada nesto nije u redu
sa takvim sistemom, kao Sto je to &dj) sa zagdenjem covekove okoline,
preteranom eksploatacijom prirodnih resursa, nefiawo ulaganjima u natna
istrazivanja i skno.

U neoklasinoj ekonomiji, racionalni pojedinac deluje u okvBpecifénog sistema

institucija, kao Sto su privatna svojina, novadobsdno trziste. Posledica toga je
da pojedinac ne mora da analizira svoju interaksguostalim pojedincima, &e

jedino svoju sopstvenu poziciju i “trziSne usloveRad god je konkurencija

ograntena (ali ne postoji monopol), ili privatna svojimaje dobro pravno

regulisana, ne moZe se primeniti neoklaai ekonomija. Teorija igara je bas
namenjena za reSavanje ovakvih situacija, da olézteoriju ekonomskog

ponaSanja kada pojedinci interaguju direktno, pre&o “mehanizma trzista”.

1.3. Neizvesnost igre

Neizvesnost rezultata igre protstiiz tri osnovna uzroka:

- Pravila igre su takva da postoji izuzetno velikiojpwarijanti njenog
odvijanja, tako da je nemoge tano predvideti rezultat igre. Ovu vrstu
izvora neizvesnosti nazivamo kombinatornom, a ige je ovo osnovni
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uzrok neizvesnosti rezultata - kombinatornim igraigi¢ni primer ove
vrste igara je igra Saha. Pojavontumaara, ovu vrstu igara je magp
reSavati tako da se definiSe niz dobitnih kombijaaciu principu dobije
zadovoljavajde reSenje.

- Drugi izvor neizvesnosti je prisustvo &hjnih faktora. Igre kod koiji je
ovo dominantni uzrok neizvesnosti se nazivaju hdwian, kao Sto su
razne igre kockom, rulet i gho.

- Tredi izvor neizvesnosti se nalazi u odsustvu inforfj@a@ moguim
akcijama protivnika odnosno o njegovoj strategigre ovog tipa se
nazivaju strateskim.

1.4. Podela igara

Teorija igara se primenjuje pri istrazivanju kokiiiih situacija koje nastaju iz
suprotnih interesadesnika u igri. Zato se za teoriju igara kaZe d@ jprimenjena
grana matematike koja je postavila osnove i okwralitcke interpretacije
problema odlgivanja u konfliktnim situacijama. Ima mnogo primeararazlgitim
oblastima Zivota koji se mogu posmatrati idauvati kao konfliktne situacije. Dobar
broj ekonomskih problema iz oblasti trZziSnih — kordntskih odnosa u sebi sadrze
sukobe raziitih interesa, pa se mogu analizirati i reSavathpéu teorije igara.

Igra se moze definisati kao skup svih pravila kejise odréuje tok igre i
ponaSanje igks. Igrai koji u¢estvuju u igri moraju poznavati pravila igre i mora
ih se pridrzavati.

Igre se mogu deliti prema ragtim kriterijumima.

A. Jedan od kriterijuma za podelu mategiaki igara se bazira na prisustvu ili
odsustvu elemenata ghjnosti. Polazimo od podele koja igre deli na diad
razlicita tipa: na igrena srefu, kod kojih igr& svojim sposobnostima ne moze
uticati na njihov ishod, strateSkeigre, kod kojih na ishod igre «# individualna
sposobnost ige@. Elementi sléajnosti su narito izraZeni u hazardnim igrama,
kao Sto su igre sa kartama ili sa kockom.¢ktino prodavati samo strateSke igre.

B. Prema broju igr& igre se mogu deliti na igsejednim igraem igre s dva
igraca i igre s proizvoljnim brojem igréa. Pojam “igr&a” treba shvatiti veoma
uopSteno, kao i sam pojam igre. To je broj suplostrana u igri (pojedinaca,
grupa, konkurentskih gesnika, organizacija, armija, itd.). Ovdemo se bauviti
igrama sa dva igta. Poznata igra na sre u kojoj westvuje jedno lice je igra
soliter. U ovoj igri su podjednako ztajni kako vestina igra tako i faktor igréke
srete. Najpoznatija igra sa dva igeajesteSah Igre u kojima destvuje véi broj
igraca supokeri bridZ

C. Svaki igr& pri odlwivanju ima odréeni broj mogdnosti, ili alternativa,
medu kojima bira jednu za koju misli da je najboljaefa broju alternativa, koje
igra¢ ima na raspolaganju, igre se delekoaa’nei beskondne Igra je konéna
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ako ima kon&an broj pozicija i ako se svaka partija te igrerzava u kongn broj
poteza. Micemo prodavati igre u kojima svaki igtaima na raspolaganju ko¥ra
mnogo alternativa. U vezi sa ovom podelom igarbareefinisati i strategiju, kao
jedan od osnovnih pojmova u teoriji igara. Svakigrdéa na pdetku igre ocenjuje
svoje i protivnikove alternative, produje sve mogée kombinacije i bira onu koja
mu secini najboljom. Polazimo od jedne teorijske hipoteda igr& unapred
planira i odl¢uje kako ¢e igrati u pojedinim situacijama. Na tajcdivg svaka
alternativa koju igrébira u bilo kom trenutku igre unapred je atkea. Strategija
se definiSe kao redosled svih odluka koje moZerdfakgre da donese igra

D. Igre se mogu podeliti i prema tome da li igrianaju potpunu informaciju o
poziciji igre kao i 0 mogéim potezima u svakoj poziciji (kako svojim tako i
potezima svog protivnika). Prema tom kriterijumteige dele na igrea potpunom
informacijomi na igre sa nepotpunom informacijonah je igra sa potpunom
informacijom. BridZ kao i druge kartaSke igre jgmimeri igara sa nepotpunom
informacijom. Ovde se iz@avaju igre u kojima oba igéa raspolazu potpunom
informacijom.

E. Igre se mogu deliti i prema karakteristikama cégre, odnosno prema
rezultatu igre. Svaka igra se zavrSava @eném ishodom, koji se izraZzava
dobicima ili nekim ocenama. Posle svakog odigravangbora po jedne strategije
od strane svakog igfa, vrsi se obraun i platanje. Igré koji gubi plaa igrau koji
dobija iznos koji je odren pravilima igre. U svakom ovakvom otwau zbir
dobitaka jednog igka jednak je zbiru plamnja drugog igréa. Ovakve igre
nazivamo igresa rezultatom nuldigre sa nultim zbirom), ili antagonigkie igre.
Pored ovih, postoje i igre sgenultim zbirom ali mi ¢emo se baviti igrama sa
rezultatom nula.

Na osnhovu podele igara, moZe se zaljuda je oblast naSeg interesovanja
izu¢avanje strateskih igara sa kénan brojem alternativa u kojimatastvuju dva
igrata koji raspolazu potpunom informacijom, i u kojimeema elemenata
slu¢ajnosti. Takve igre zadovoljavaju slédeuslove:

» U igri utestvujedvaigraca (Prvi i Drugi).

« U igri postoji kong&an broj pozicija, préemu je jedna od njih izabrana kao
pocetna.

* Igra ima jasno definisana pravila kojima su @@ dozvoljeni (legalni)
potezi igr&a u svakoj poziciji.

* PrviiDrugi igr& povlae svoje poteze naizmenp.

* Obaigr&a raspolazu potpunom informacijom.

» Igra jeravnopravna Sto znai da u svakoj poziciji mogti potezi ne zavise
od toga koji je igré na potezu. Primer igre koja nije ravnopravna je, Sa
zbog toga Sto u svakoj poziciji prvi igragra samo belim figurama, a drugi
igrac igra samo crnim figurama.
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» Igra je kon&na, tj. svaka partija te igre se zavrSava posledmy broja
poteza, kada jedan od igea koji je na potezu, nema na raspolaganju
legalan potez. Whormalnoj igri, igra® koji se nde u takvoj situaciji - gubi.

U obrnutoj igri, igras koji se nade u takvoj situaciji - dobija. Igra ne moze
biti nereSena zbog ponavljanja poteza.

» Igre se zavrSavaju sa rezultatom nula.
1.5. Izgubljene i dobijene pozicije

Pojam “matematke igre” je kontradiktoran u sle@em smislu: u trenutku kada
neka igra bude mateméki reSena, tj. kada igra postane &raavanje prema
algoritmu, ona prestaje da bude igra. Ipak, izig®u poznate mnoge igre i&ne

u potpunosti koje nisu izgubile od svoje vitalno€ine se igraju kao izazov onima
koji su neupdeni u igru da otkriju “tajnu” pobede.

Mada se véina igara sastoji od serije poteza koje naiztramipovlae dva igréa,
moZe se serija poteza svakog igraedukovati na jedan jedini, tréf@d njega da
definiSe svoj odgovor u svakoj od ma@gu pozicija, tj. da definiSe svoju strategiju
igre. Kod slozenijih igara kakve su Sah ili brida, sada je takva redukcija samo u
domenu teorijskih, ali ne i praktiih mogi¢nosti.

U mnogim igrama igra moZe u odréenim pozicijama da diz do zakljgka da
moZe da pobedi bez obzira na poteze njegovog pikéivTada se kaze da taj igra
ima pobedniku strategiju. Vazan cilj teorije igara je da okdesiSe dobijene i
izgubljene pozicije, kao i da se definiSe metodhamZzenje pobedtie strategije u
konanim igrama.

Razmotrimo slede primere iz kojih se mogu izéuodreieni zakljEci.

Primer 1.5.1. Na stolu se nalaze dve gomile sa po 7 Zetona.ideplotezom se uzima
proizvoljan broj Zetona (bar jedan), ali samo sggomile. Pobednik je igt&oji pokupi
i poslednji zeton. N& pobednéku strategiju za Drugog igka.

ReSenje Drugi igrat obezbéuje pobedu koristeé simetriénu startegiju: u svakom potezu
on uzima onoliko Zetona koliko je u prethodnom poteizeo Prvi igrg ali sa suprotne

gomile. Simetrija se ovde odraZzava u jednakostiahtetona na jednoj i drugoj gomili. Na
taj na&in, Prvi igr& mora da svakim svojim potezom naruSi simetrijuk&ge zavrsna

pozicija simet@dna, nju moze da postigne samo drugidgra

Primer 1.5.2. Igrati naizmen¢no postavljaju po jednog skal@ana polja Sahovske table,
tako da se uzajamno ne “tuku”. Gubi igreoji ne moze da powe potez. Koji igré ima
pobednéku strategiju?

ReSenje Pobedniku strategiju ima drugi igta Dovoljno je da u svakom potezu postavi
skak&a na polje koje je sismetrio u odnosu na polije u kome je Prvi igrpostavio
poslednjeg skaka. Dva simettina polja na tabli 83 su iste boje, tako da se sk&kaa
tim poljima ne “tuku”. Jasno je da Drugi igrana neki potez na raspolaganju sve dok Prvi
igra¢ ima potez. Na slici I-1. je prikazan jedan od mélguasporeda skaka, pri¢éemu su
brojem 1 ozn&eni potezi Prvog igi&, a sa 2 potezi Drugog igea
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1 2 1 1
2111 1 2

1 1] 1
1 2111 2

1 2121 2
2|2 2

1 2 21211
2 2 1 2

Slika I-1. Jedan od mogih rasporeda skakéa

Formalno posmatrano, do reSenja igre se dolazjneatin Sto su sve pozicije igre
podeljene u dve kategorije. Pozicije jedne klase&=svajupobednike dok se
pozicije druge klase nazivagubitnicke Pri tome vaZi i slede:

(1) zavrSna pozicija je gubittka (u normalnoj igri gubi igka koji je na
potezu).

(2) Ne postoji potez koji iz neke gubitke pozicije vodi u neku drugu
gubitnicku poziciju.

(3) Iz svake pobed#ke pozicije se jednim potezom moZecdistu neku
gubitnicku poziciju.
Potez jedobar ako se njime igra prevodi iz dobitke pozicije u gubitriku; u
protivnom jelos.

U primeru 1.5.1. gubitdke pozicije su one pozicije u kojima se na obe ¢@mi
nalazi isti broj Zetona.

ReSenje igre se lako moZe¢hkada se odredi klasa izgubljenih pozicija. Tada s
pobedntka strategija sastoji u tome da se svakim potezgma iz pobedrike
pozicije prevede u gubitthu poziciju. S obzirom na osobinu (2), igraz
gubitnicke pozicije svojim potezom mora da igru prevedeobiticku poziciju.
Prema tome, ako je petna pozicija gubitika (kao u primeru 1.5.1), tada Drugi
igra¢ ima pobedniku strategiju; u protivnom, pobedRku strategiju ima Prvi igka

Primer 1.5.3. Na traci duZinent+1 polja su numerisana brojevima od O g leva na

desno. U p&etnoj poziciji se zeton nalazi na polju sa brojanSvaki potez se sastoji u
pomeranju Zetona za 1, 2 ili 3 mesta ulevo. Gukacidgoji ne moZze da povie legalan

potez, kada je Zeton na polju 0. Za koje vrednsija n pobedniku strategiju ima Prvi

igrag, a za koje Drugi?

ReSenje. Ako se zeton nalazi na polju 0, gubi¢id@ji je na potezu. Oziano polje 0
znakom -. Ako se Zeton nalazi na nekom od poljacgm se moZe jednim potezom gire
na polje 0, igr& na potezute dovesti Zeton na polje O i pobediti. Prema toazeag&imo
polja 1, 2 i 3 znakom +. Pozicija u polju 4 je guliika, jer svakim legalnim potezom igra
na potezu mora da dovede Zeton na jedno od pdjali13, koji su ozn&eni znakom +.
Nastavljaji¢i postupak, zakljtujemo da su polja 5, 6 ili 7 dobijene pozicije gaata na
potezu, a polje 8 je izgubljena pozicija za igraa potezu, kao Sto je prikazano na slici I-2.
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Dakle, Drugi igr& ima pobedriku strategiju ako je broj n deljiv sa 4, a u svistalim
slu¢ajevima pobediiku strategiju ima Prvi igka

01|23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 |.n

e T o o A T I I I I 0 O S I N I
Slika I-2. Pobedrike i gubitnéke pozicije

I+

1.6. Matematicko definisanje igre

Definicija 1.6.1. Igra je urelenacetvorkaG = (P, vo, Po, 9, ¢ije su komponente
definisane na sledenadin:

- P - konaan skugziji su elementi pozicije igre,

- Vo OP - pcatetna pozicija,

- Po 0P - skup zavrdnih pozicija igre.

- S-preslikavanjess: P — 27, gde je 2 partitivni skup skup®.
Smisao definisanih pojmova je sléde

Za xOP, §X) je skup pozicija igréG (podskup skup#) u koje se moze db
jednim potezom iz pozicij&. Ako jey 00 §X), tada se piS& - Yy, Sto oznaava
dozvoljeni potez igrés kojim se igra iz pozicij prevodi u pozicijuy. SkupP, je
skup zavrdnih pozicija, txdPy, = §X) = @. U normalnoj igri je pobednik onaj
igra¢ koji svojim potezom prevede igru u zavrsnu poaicly obrnutoj igri, igra

koji svojim potezom dovede igru u zavrsnu pozieigubi. Nafe&e se posmatraju
normalne igre. Takie, nafeXe se svaka obrnuta igra moZe svesti na ekvivalentnu
normalnu igru.

Igra moze biti i bez zavrSnih pozicij®{ = ¢). Tada se igra ne moze zavrsiti u
konanom broju poteza. S obzirom da je broj pozicija &am, to zn& da se
pozicije u igri neograeno ponavljaju. Pozicije se mogu ponavljati i Laiga sa
zavrSnim pozicijama, i tada se potezi u toj iglogi@nteno ponavljaju.

Partija igreG je niz pozicija. Ukoliko je taj niz kogan, on se moZe napisati u
obliku:
V01 Vl!"- 1\/k!

gde jev, poetna pozicija a/ zavrSna pozicija. Tada je jedan od igrgostigao
pobedu. Igra se tada moZze zapisati u obliku nizezao

V0—>Vl—>V2—>...—>Vk,

pri ¢emuv; - Vi, predstavija potez, = 0, 1,... k-1. Ako je (u normalnoj igrik
neparan broj tada je pobednik Prvi igra u protivnom - Drugi.

Definicija 1.6.2 Igra je aciklicha ukoliko ni u jednoj partiji ne moZe dodo
ponavljanja pozicija.
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Obzirom da je broj pozicija kotan, svaka acikdha igra se mora zavrsiti u
konanom broju poteza pobedom jednog igra

Definicja 1.6.3 Strategija u igric = (P, vo, Po, S je preslikavanje
s:P\Py - P,

u kome za svakglP\P, vazi s(x) [0 S(xX). Neki igra u igri G primenjuje strategiju
s ukoliko u svakoj pozicijv; igra potezv; — s(V)).

Definicija 1.6.4. Strategijas je pobednika za nekog igréa ukoliko on koristé
strategijus postiZze pobedu bez obzira na strategiju njegovotiymika.

Definicija 1.6.5. Neka suN i R podskupovi skupa pozicij® koji ispunjavaju
uslove
NOR=P, NnR=0.

U tom slaju skupN predstavljgezgroigre G = (P, Vo, Po, S ako vaZzi:
(N,) Za bilo koje dve pozicij&, v O N ne postoji potea - v,
(N,) Za svaku pozicijw O R postoji potezu - x, gde jexd N.

Pozicije koje pripadaju jezgru $oSeza igr&a na potezu. Ostale pozicije dabre
Za igruG = (P, Vo, Po, S potezu - v, uld N, v N je dobar. U protivnom jelos.
Igrac koji je na potezu u loSoj poziciji nema na raspalgu dobar potez.

2. Matri¢ne igre

Matri¢cne igre jesu strateSke igre dva igrasa suprotnim interesima. Igra se
zavrSava odrenim ishodom, koji se izraZzava dobicima ili nekisepama. Posle
svakog odigravanja - izbora po jedne strategijeswdne svakog igta, vrsi se
obraun i plaanje, na osnovu matrice panja. Igr& koji gubi plaa igrau koji
dobija iznos koji je odien pravilima igre. Mattine igre kod kojih je u svakom
ovakvom obraunu zbir dobitaka jednog igta jednak zbiru plkanja drugog
igrata, nazivaju se igresa rezultatom nula(igre sa nultim zbirom), ili
antagonistike igre. Pored ovih, postoje i igre sa nenultim ziir@li mi éemo se
baviti igrama sa rezultatom nula.

2.1. Matriéne igre sa nultim zbirom

Posmatramo strateSke igre u kojimé&estvuju samo dva igga sa suprotnim
interesima, koji mogu birati kodan broj alternativa (strategija), a igre se
zavrSavaju sa rezultatom nula. Cilj teorije igaeada se analizira konfliktna
situacija i odredi razumno ponaSanje &gra toku igre, tj. da se odabere optimalna
strategija igréa (strategija koja obeztheje maksimalno mogdiu srednji dobitak,
odnosno minimalno mogu srednji gubitak, uz najnepovoljnije delovanje
protivnika).
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Pravila igre se objaSnjavaju kroz slédarimer. Igru igraju dva igia, A i B. Igras
A ima na raspolaganjm alternativa, a ig@B ima n alternativa. Ako igra A
odabere-tu alternativu, a igraB j-tu, onda igra zavrSava tako Sto g placa
igracu A iznosa;. Broj a;, kao cena igre, moze biti pozitivan, negativardnjak
nuli. Ako je broj pozitivan ;>0), igra¢ A dobija odrdeni iznosV (a;,b)) od igra&a
B; ako je broj negativara{<0), onda igra B dobija iznosV g(a,b;) od igr&a A i
ako je broj jednak nulig=0), onda nema ptanja, tj. svaki igr&aostaje na svome.
Kako igr& A ima na raspolaganjm, a igr& B ima n alternativa, to igra ima
ukupnomxn mogutih ishoda i odgovarafih iznosa plaanjaV.

Sematski prikaz mogih dobitaka igréa A od igraa B, u zavisnosti od izabranih
alternativa, moZe se prikazati tabelarno, kao&frikazano u tabeli I-1.

Tabela I-1.Tabelarni prikaz matrie igre

Alternative Alternative igra¢a B
igra¢aA | b [ b, [ .. [ b | .. [ by
a; A o s Ay - Ain
ay Ay aAxo v A - aon
3 Qi1 | e |8 Ain
ili u vidu matrice pldanjaA, kao Sto je prikazano formulacijom 2.1.1.
1 @y - Ay
8 8mz ° @mn
Uslov nulte sume kaZe da je:
Va(a,by) + Ve(aiby) =0 (2.1.2)
tj., sledi da je:
Va(a,b) = —Va(a;,b) (2.1.3)

Jasno je da je, cilj Prvog igi@ maksimizacija funkcijeV (a,by), a Drugog igréa
minimizacija te iste funkcije.

Treba uaiti, da svaki od igréa bira po jednu od promenljivih koje odrgu
vrednost funkcijeV (a;,b;); Prvi igr& strategijua a Drugi igr& strategijuby.
Drugim re&ima, rezultat igre je neizvestan ukoliko se pozregeno jedna od
strategija. Rezultat igre je definisan tek kad@aznate strategije oba iga

Igre nulte sume su specijalni &ajigara konstantne sungde je zbir rezultata oba

igraca konstantan.
V a(a,b) + Vg(a;,by) = const (2.1.4)

Kod igara sa rezultatom nula matricadalaja potpuno odteije igru. Za ovu igru
vaze i sledéa pravila:

12/58



mr lvan Jovanoyj, dipl. ing. Dodata

(1) U svakom trenutku igéa se racionalno ponaSaju. Pod takvim okolnostima
reSenje igre reprezentuje najcelishodnije stavgrega.

(2) Pri izboru svoje alternative ni jedan igneema informaciju o tome koju je
alternativu odabrao njegov protivnik.
Primer 2.1.1. U matrici, koja je predstavljena u tabeli I-2.jkpzani su dobici tj. gubici
dva igr&a koji udestvuju u mattnij igri. U pitanju je izbor odluke o strategiji dv
protivnika od kojih je jedanAlfa’, a drugi ‘Betd. Potrebno je, na konkretnom primeru,
objasniti pojam maténe igre sa rezultatom nula.

Tabela I-2. Matiina formulacija dva igréa

Matri¢na igra br Bszta bs

o a -1 0 +1
= ap -2 -3 +3
B as -1 +1 -3

ReSenje Konkurentske strategije se razlikuju od onih ibiskim uslovima time Sto njih
svesno projektuje protivnik. U navedenoj matricipsedstavlja da dobici prikazani iga
“Alfa”, predstavljaju gubitke, odnosno sume koje égfBetd treba da plati prvom igta

“Alfa”, pri svim moguéim kombinacijama strategije jedne i druge strane.

Pozitivne zabeleSke odgovaraju dobitku za prvogeaytAlfa’ a gubitku za drugog igta
“Betd, i obrnuto. Npr., ukoliko Alfa” izabere za sebe strategigy, a “Betd strategijubs,
onda je vrednost igre= +3, tj. prvi igr& “Alfa” ¢e dobiti tri poena, a drugi igtd' Betd
izgubiti isti broj poena.

2.2. Kvantifikacija matri ¢ne igre

U konkurenciji izméu dve firme, ukoliko se dobici/gubici mere udelofagmana
robe ili usluga u ukupnom plasmanu na &gtwim trziStu, ondée, svakako, dobitak
jedne firme oznéti i gubitak za konkurentsku firmu. Ukoliko se dtak/gubitak
meriobimom plasmana onda uslov nulte sume ne vadgev ako se ukupan
kapacitet trziSta ne menja u toku duzeg periodaka sltajevi su retki.

U vezi predhodne tvrdnje valja istaknuti i to daka teorija igara predstavlja
matemaiiki model, za ututivanje optimalne strategije se mogu primenjivaisio
kvalitativni faktori. Utvidivanje parametara matrie igre na kvalitativan @ je
neminovnost, prvenstveno Sto se radi 0 sistemirkajim aktivho westvuju ljudi.
Primena metodée se objasniti jednim hipotékim primerom.

Primer 2.2.1. Dve firme “Alfa” i “Beta” proizvode laserske Stamfe. Firma “Alfa” je
razradila novi tip Stam@a, gde su primenjeni novi principi sa poboljSanimaliketom
Stampe uz manju potrosnju tonera. Za taj novi fpimpecoizvodnje firma “Alfa” je dobila
patent. Rukovodstvo firme préava pitanje kako treba postupiti sa novim modelom
razmatraju sled® tri strategije:

a, — planirati proizvodnju Weg broja novih proizvoda a obustaviti proizvodnijareg
modela, kako bi se oslobodili proizvodni kapaciteti
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a, — pustiti u proizvodnju najéel partiju novog modela a istovremeno odrzavati rad
postojé&ih linija Stamp&a na predhodnom nivou;

a; — ne pustati u proizvodnju novi model do deaja dopunskih proizvodnih
kapaciteta.
Rukovodstvo kompanije Alfa” smatra da kompanija Betd, u sluaju njene dobre
informisanosti 0 novom patentu, moZe izabrati sggdau od tri razumne strategije:
b; — modernizovati Stampa koje trenutno proizvodi;
b, — zadrZati proizvodnju Stamgeakoji proizvodi, bez izmene;
b; — PokuSati da na brzinu stvori svoj radikalno nmoeidel Stampia.

Potrebno je na ovom primeru pojasniti postupak kfigacije matriéne igre.

ReSenje Rukovodstvo firme Alfa” sastavlja svoju matricu ptanja. Oni utv@uju veli¢ine
za svako ukrStanje redova i kolona matrice. Ovaitiwha rasdivanja su odgovor na
pitanje o tome na koji & uslovi, koji odgovaraju realitim ukrStanjima redova i kolona
u matrici tj. razléitim parovima strategija, mogu uticati na udeo frfiAlfa’ u plasmanu
Stampaa u toku duzeg perioda. Pretpostavimo da je padslaisije, od strane rukovodstva
firme “Alfa”, postignuta saglasnost i razema matrica pksanja, prikazano u tabeli I-3.

Tabela I-3. Kvalitativha matrica pfanja

Firma “ Betd’
by b, bs
o = a Dobro Srednje Dobro
£ % a Srednje Odtino Lose
L - az |Katastrofalng  Dobro Srednje

Ocenijivanje koje je prikazano u tabeli 1-3. je kiatlvnog karaktera. Da bi se &aila
matrica sa kvantitativnim ocenama potrebno je pnithekalu za prevdenje kvalitativnih
ocena u kvantitativne. U tabeli I-4. data je limearskala, sa opsegom od 0 do 6, za
prevaienje kvalitativnih ocena u kvantitativne.

Tabela I-4. Skala za predenje kvalitativnih ocena u kvantitativne
Kvalitativna ocena Kvantitativha ocena
katastrofalno 0
veoma loSe 1
lose 2
srednje 3
dobro 4
veoma dobro 5
odlicno 6

Nakon kvantifikacije kvalitativno datih reSenje, tmiea igre je prikazana u tabeli I-5.

Tabela I-5. Kvantitativha matrica planja

Firma “ Betd’
b, b, bs
© = a 4 3 4
s
E= a 3 6 2
rZ
: as 0 4 3
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3. Proste matriéne igre

3.1. Donja i gornja cena matréne igre

Osnovno pitanje u zadacima koji se formuliSu kadrii@e igre je: da li postoje
optimalne strategije za svakog i@a i kako se mogu odrediti. Na primeru
antagonistike matréne igre igrda A i B, imajwi u vidu zn&enje koeficijenata;

iz matrice plédanja (2.1.1), objaséemo postupak oddevanja optimalnih strategija
za oba igréa i, na osnovu toga, odiiganje vrednosti (cene) matnie igre.

Svaki igr& bira svoju strategiju tako da ishod igre bude @woljniji za njega.
Igra¢ A nastoji da Sto viSe dobije, a igrB da Sto manje izgubi u igri. To ztiaa
¢e oni pokusati da odaberu optimalne strategije&iga strategija koje im stoje na
raspolaganju.

Posmatra se najpre igra i njegovo rezonovanje o mog¢uosti povéanja dobitka.
Prema matrici pkanja (2.1.1) njemu stoje na raspolaganjualternativa. Ako
odabere strategija, onda on dobija jedan od slédeiznosa:
ail! a521 "'1ain
u zavisnosti od toga koju alternativu odabereddsaU najnepovoljnijem skaju
on¢e dobiti najmaniji od tih iznosa, {j.
min a; =g (3.1.1)
|
Medutim, birajui strategijua;, igraé A mora da réuna na to dée u tom sldaju
igra¢ B izabrati optimalnu strategijb; tako da igra A i dobije iznosa; = &. To
znai da je za igréda A je najpovoljnija ona strategija - alternativa Kojalgovara
najveli dobitak iz relacije (3.1.1), a on iznosi
maxa, = max mina; = a; (3.1.2)
i i j

Ako igrat A svoju strategiju odredi na ovaj i, onda a  predstavija njegov

najmanji zagarantovani dobitak u &ju racionalnog ponasanja igeeB. To zndi
da njegov dobitak ne moZe biti manji od ovog iznadamozZe biti véi ukoliko

igra¢ B ne odabere svoju optimalnu strategiju. Zato sesz &esto nazivalonja

vrednost matiéne igre Strategija koja igiau A obezbéduje dobitaka naziva se
maksiminimalna strategijd ona je optimalna za igta A.

Na sliéan n&in se analizira nastojanje igi@B da Sto viSe smaniji svoj gubitak.
Ukoliko igrac B odabere strategijoj, on pl&a igratu A jedan od sledgh iznosa:

Qyj, Agj, .., A

u zavisnosti od toga koju je alternativu odabramiigA. U najnepovoljnijem
slutaju on plga igrau A najvei od tih iznosa, {j.
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max a; = by (3.1.3)
I

U slutaju racionalnog ponaSanja igeeA, igrat B ¢e morati da plati taj iznos. Za
igra¢a B najbolja je ona strategija prema kofg imati najmanji iznos ptanja iz
relacije (3.1.3), a ona se odtge iz relacije

min by = min maxa; = b/’ (3.1.4)
] ] [

Ako igra® B svoju strategiju odredi na ovajdiia, on se osigurava da d¢eeplatiti

vise odb;’, nezavisno kako igiaA bira svoju strategiju. Mtutim, njegov gubitak
moZe biti i maniji ukoliko igr& A ne bira optimalnu strategiju. Zbog toga izrlup*s
predstavljegornju vrednost matine igre

Tako je igr& A uveren da je obezbedio najmaniji dobitakapd= miax mjin aj, a
igra¢ B je siguran da rée platiti vise odg; = min miax aj.
MoZe se pokazati da za ove ¥veile uvek vaZzi Jnejednﬁana:

miax mjin a; < mjin miaxa”- (3.1.5)

Ukoliko se obeleZi vrednost matnie igre sa/, zapaZa se da se, ukoliko oba égra
igraju svoje optimalne strategije, vrednost ntakei igrev nalazi izméu donje i
gornje vrednosti matne igre, tj.

a <vsb (3.1.6)

Za neke mattine igre nejedriina iz relacije (3.1.5) postaju jedtiae, tj. vazi da je
max min a; = min maxa; = a»p =V (3.1.7)
I ] ] I

U ovakvim igrama veoma se lako odiuge optimalna strategija igfa i vrednost
matricne igre. Zapravo, element matrice galajaay-, koji zadovoljava jednakost
iz relacije (3.1.7), naziva sedlastom t&om matrice

Elementa; predstavljati sedlastu dku ukoliko ispunjava uslov da je najmanji
element svoga reda a u isto vreme i ndjetement svoje kolone. Znaj sedlaste
tacke matrice pléanja je u sled&m:

(1) Ona odréuje optimalne strategije za oba igga Red matrice sa indeksom
i" predstavlja optimalnu strategiju za iggal. Kolona matrice sa indeksom
j* odreiuje optimalnu strategiju igéa B. Za matréne igre, u kojima oba
igrata igraju uvek istu strategiju, kazemo daigne sacistom strategijom
ili da su toproste matréne igre

(2) Vrednost elementa koji predstavlja sedlastkuaredstavlja istovremeno i
vrednost mattine igre Sto se vidi iz relacije (3.1.7).

Primer 3.1.1. U igri westvuju dva igréa A i B. | jedan i drugi igr& imaju na raspolaganju
po tri alternative. Alternative igéa A date su po redovima, a igeB po kolonama.
Elementig; iz matrice pldanja oznaavaju iznose koje igtaB placa igra&u A nakon

odigravanja pojedinih alternativa. Neka je igreadsledéom matricom pléanja:
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-4 4 -1
3 3 2
8 -2 0

ReSenje.Ako igra¢ A odabere prvu strategiju njegov najmanji magiobitak je -4 n.j. (to

je njegov gubitak). Ukoliko izabere drugu strategijajmanje Sto moze dobiti je 2 n.j., a
ako odabere téel najmanji mogti dobitak iznosie -2 (opet je to njegov gubitak). Prema
tome onc¢e rezonovati ovako: najbolje je da odaberem drugategyiju jeréu u svakom
slu¢aju dobiti najmanje 2 n.j., a ukoliko je igr8 manje inteligentan (ne odabere za sebe
najbolju strategiju) moZe se desiti da dobijermij3

Igra¢ B rezonuje ovako: aka odaberem prvu strategiju 8@jsto mogu da izgubim je 8 n.j.,
ukoliko odaberem drugu 4 n.j., adwe2 n.j. Zbog toga za igta B je najbalje da odabere
trecu strategiju jer n&e izgubiti viSe od 2 n.j., bez obzira koju strajegidabere igraA.

Postupak reSavanja se sastoji u tome stodaggmo najmanje element za svaki red, a
zatim od svih najmanjih elemenata po redovima biramajvei. Zato, u koloni pored
matrice plganja, odrdujemo najmanje elemengg za svaki red. To su: -4 za prvi red, 2 za
drugi i -2 za tréi red. Najvéi od ovih elemenata je 2, tj. vaZi da je:

max min a; = max (-4, 2, -2) =max @u1, a3, 8gp) = 8p3 = a, = 2.
i j i i

Zatim, biramo najvée elemente u svakoj koloni i od svih tih najeelemenata odabiramo
najmaniji. U redu ispod matrice pknja, odréujemo najvée elementey; za svaku kolonu:
8 za prvu, 4 za drugu i 2 zadrekolonu. Najmaniji od svih ovih elemenata je 2y§zi:

m_in maxa“ = m_in (8, 4, 2) :m_in( agy, do1, a23) =adpy3 = bg)Y =2.
J 1 J J

Opisani postupak moze se prikazati i na stedadin:

min a;
J
-4 4 -1 -4
3 3 2 2
8 -2 0 -2
maxa; 8 4 2
I

Kako je: max ming; = ax; = mMin maxay = ay; = 2,
i j ] i

to zn&i da matrica pléanja ima sedlastu dku, koja se nalazi u preseku druge alternative
za igracaA i trece alternative za igradd Sedlasta t&ka predstavlja vrednost igre, u naSem
primeru jeay,z = 2. Vrednost igre predstavlja najmanji mégdobitak za igréa A, ako
odabere optimalnu strategiju, odnosno néjveogwii gubitak za igréa B, ako on odabere
optimalnu strategiju. To dalje ztiada igra imagistu strategiju: za igta A najbolje je da
uvek bira drugu strategiju jer njome osigurava thidbod najmanje 2 néane jedinice; za
igrata B najpovoljnija je tréa strategija jer se time osigurava daden@i u kom sltaju
placati viSe od 2 notane jedinice. Vrednost igre jednaka je vrednostimenta Kkoji
predstavlja sedlastudau, tj. v = ay3 = 2.

Primer 3.1.2. Konflikna situacija predstavlja odnos kupca i mech robe. Kupac
raspolaZze sa alternativarg K, Kz i K4, (npr. alternative mogu biti timi placanja kupca:
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u gotovom, platnom karticongekom, na kredit i stho), a prodavac sa alternativaig
P,, Ps i P4 (na primer rokovi pléanja: 10, 15, 20, 30 dana).U zavisnosti otimaplatanja
kupca i roka pléanja, prodavac odobrava odesmu bonifikaciju u % kao Sto je prikazano u
tabeli I-6. Potrebno je protiaoptimalne strategije za kupca i prodavca, i odrdalika ¢e
bonifikacija biti za kupca ukoliko i kupac i prodavodaberu optimalne strategije.

Tabela I-6. Odobreni bonitet u %

Prodavac
Ku pac P P, P3 P,
Ki 6 6 5 7
Ky 9 5 4 8
Ks 8 7 6 9
Ka 7 3 5 7

ReSenje.Najpre treba proveriti da li postoji sedlastékeau matrici plaanja. To je urdeno
koris&¢enjem Wald-ovog pesimigtog kriterijuma i prikazano u matrioj formi.

6 6 55 5
9 5 4 8 4 6
8 7 6 9 6
7 3 57 3
9 7 6 8
6
Kako je: miax mjin a =ag = mjin miaxaj= agz = 6,

zn&i da postoji sedlasta dka, pa se radi o matnim igrama satistom strategijom.
Optimalna strategija za kupcalg i za prodavca j@;. Ako kupac i prodavac biraju svoje
optimalne strategije, tadée najmanja mogia bonifikacija za kupca iznositi 6%, a za
prodavca, ako i on bira svoju optimalnu strategigiveéa moguéa bonifikacija takde 6%.

Primer 3.1.3. Dva igracaA i B igraju Sah. U trenutku prekida igra nalazi se u Sahu. On
ima na raspolaganje tri moga poteza kraljem i treba da kovertira potez. IgBage u
prekidu analizirao poziciju, zajedno sa svojim sekantom, i pronasli su da on ima na
raspolaganjuetiri moguta poteza. Sekundant je, pri proceni pozicijeiirsa matricu
placanja, u zavisnosti od poteza koji je kovertiigacA i poteza koji bi trebao da odigra
igrac B, koja je prikazana u tabeli I-7. Elementi matrjdecanja predstavlju verovatte
dobijanja partije i za jednog i za drugog igma(verovatnée koje su sa pozitivnim
predznakom zrige da igracA sti¢e bolju poziciju, a verovatdée sa predznakom minus,
znaci da igra B ima bolju poziciju, nula zréa da je pozicija remi). Koji je potez
najsigumiji, pri kovertiranju, za igta A, a koji je najbolji potez, kao odgovor, za iggeB?
Kako izgleda pozicija posle odigrana ta dva poteza?

Tabela I-7. Verovatde dobijanja partije

Igra¢ B
Igrac¢ A b, b, bs ba
a, 0,0 0,2 0 0,4
a, 0,3 -0,2| -0,3 0,1
a; -0,4 0,2 -0,1 0

18/58



mr lvan Jovanoyj, dipl. ing. Dodata

ReSenje.Proveravarno da li postoji sedlast&kia matréne igre. To je uraeno i prikazano u
matricnoj formi.
00 02 00 04|00
03 -02 -03 01-03;00
-04 02 -01 00|-04
03 02 00 04

00

Kako je: max ming; = a;3 = min maxa;= a;3= 0,0
I ] ] I

zn&i da postoji sedlasta dka, pa se radi o matnim igrama saistom strategijom. Za
igracaA najboje je da kovertira potez kraljem prema pmogLenosti, jerce tada najmanje
obezbediti remi poziciju. IgracB, posto vidi kovertirani potez, ne preostaje nidtago
nego da se oddil za tréu moguenost, jee samo tada obezbediti najmanje remi poziciju.
Vrednost matkine igre iznosi 0,0, a to z&iada je, prema postavci zadatka, remi pozicija.

Primer 3.1.4. Za matricu pléanja A odrediti optimalne strategije za ob&esnika u
matricnoj igri, sedlastu t&ku i vrednost igre.

2534
A=|7 8 6 9
3125
ReSenjeReSavanje primera je prikazano u nioj formi, prikazano tabelom I-8.

Tabela I-8. ReSavanje primera 3.1.4.

Matrica pla ¢anja B M‘”"T‘?'”‘ prose_éni
b, b, bs b, dobici (max min)
a 2 5 3 4 2
a a 7 8 6 9 6
a 3 1 2 5 1
Maks[m.alnl. prosecni 7 8 6 9 /
gubici (min max)

Biraju¢i strategijua,, igrad “Alfa” ¢e ostvariti garantovani prosa@ dobitak od 6 n.j., bez
obzira na strategiju igéa “Betd. Takade, biraji€i strategijubs, igrac ‘Betd c¢e ostvariti
minimalni proseni gubitak od 6 n.j., bez obzira na strategiju ¢égréAlfa’. S obzirom da su
max mini min maxvrednosti iste, strategije su optimalne.

Igra ima sedlastu ¢&u:  to je poljeays
Vrednost igre je: max min &; = min Maxay = gy =a;3=V=6
i j j i

Primer 3.1.5. U jednoj epidemiji je otkriveno prisustvo tri vestikroba 1, M, i M3). Na
raspolaganju su nam dve vrste antibiotis { Ay). Antibiotik A; ima verovatnéu
unistavanja mikroba: 0,3; 0,4; 0,5 respektivno. ddage strane, antibioti¥®, uniStava
mikrobe sa verovatdom 0,2; 0,3; 0,6 respektivno. ResSiti métui igru.

ReSenjeReSavanje primera je prikazano u niwj formi, prikazano tabelom I-9.
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Tabela 1-9. ReSavanje primera 3.1.5.

Matrica plaéania Mikrobi Minimalni proseéni
P ) My M, Ms dobici (max min)
L AL 03 | 04 0.5 0,3
Antibiotici A, | 02 | 03] 06 0.2
Maksimalni proseéni
qubici (min max) 0.3 0.4 0.6 /
Igra ima sedlastu ¢&u:  to je poljea,.
Vrednost igre je: max min a; = min maxa; = gy~ = a;; =V =0.3.
i j j i

Primer 3.1.6. Dva proizv@aca bezalkoholnih ga “LAV’ i “TIGAR su direktni
konkurenti u svojoj klasi pa na lokalnom trziStu i svoje reklamne kampanjevpde
putem lokalne TV-e ili lokalnih novina, péemu svakog meseca predéaelonose odluku
o n&inu reklamiranja. MenadZzment predaa€LAV’ je s&ino sledée predvidanje:
Ukoliko reklamira svoje sokove preko TV-a itea

- dobit od 150.000 dinara ukoliko se predie&TIGAR' reklamlra preko novina, i

- dobit od 100.000 dinara ukoliko se predie€TIGAR' reklamira preko TV-a.
Ukoliko reklamira svoje sokove preko novina ifaa

- dobit od 50.000 dinara ukoliko se predézé€TIGAR' reklamira preko TV-a, i

- dobit od 200.000 dinara ako se predezélIGAR' reklamira preko novina.

Formirati matricu igre i odrediti njenu vrednost?
ReSenjeReSavanije je prikazano u matmj formi, koje je prikazano u tabeli I-10.

Tabela I-10. ReSavanje primera

Matrica plaéanja “TIGAR” . Minima}lni proseéni
TV Novine dobici (max min)
“LAV” TV 100.000 | 150.000 100.000
Novine 50.000 200.000 50.000
Maksimalni proseeni | 455 999 | 200.000 /

gubici (min max) ’ )
Igra ima sedlastu ¢&u:  to je poljea,.
Vrednost igre je: max min a; = min maxa; = @ = a1 = V= 100.000din

i j j i

Primer 3.1.7. Dva proizvaasa deje obue “TRI PRASETAI “ STRASNI VUKsu direktni
konkurenti na lokalnom trziStu. Predidee*TRI PRASETAje za sezonu jesen-zima 2007.
pripremilo potpuno nov model 8e obue, poboljSan proSlogodiSnji model, uz naravno
postoj€i proslogodiSnji model. Zbog ograminih proizvodnih kapaciteta i potrebe da
lansira zadovoljavajiu veli¢inu serije, preduze treba da se opredeli za jedan model.
Rukovodstvo preduZa “TRI PRASETAzna da direktni konkurent nije razvio novi model
obute, v& da je samo poboljSao proSlogodiSnji, pa je na wsnovoga s&nilo
pretpostavke o obimu prodaje, kao merilu uspeSieatrane strategije:
Ukoliko “STRASNI VUKplasira na trziste poboljSani model, procenjenino prodaje je:

- oko 100 pari, ako se plasira nov model,

- oko 80 pari ako se plasira stari poboljSani madel,
- oko 50 pari ako se plasira stari model bez pobuojgsa
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Ukoliko “STRASNI VUK” plasira na trziste stari motigorocenjeni obim prodaje d#:
- oko 150 pari, ako se plasira nov model,
- oko 100 pari ako se plasira stari poboljSani madel,
- oko 75 pari ako se plasira stari model bez pobogsa

Formulisati matricu igre, odrediti sedlastu taSkoptimalnu strategiju preduéa “TRI
PRASETA", obzirom na ostvarenje planiranog obimadaije.

ReSenjeReSavanje problema je prikazano u ndawj formi, kao u tabeli I-11.

Tabela I-11. ReSavanje primera 3.1.7.

Matrica plaéanja “STRASNI VUK’ Minima_llni prose_éni
Pob. model | Stari model dobici (max min)
Novi model 100 150 100
“TRI PRASETA' | Pob. model 80 100 80
Stari model 50 75 50
Maksimalni prose¢ni 100 150 /
gubici (min max)
Igra ima sedlastu ¢&u:  to je poljeay;.
Vrednost igre je: max min a; = min maxa; = gy = a;; =V = 100 pari.
| I

i j
Optimalna strategija preduze“ TRI PRASETA” je prva strategija, odnosno datriaste
izbaci novi model dge obute.

Primer 3.1.8. Dva konkurentska predu&e (A i B) mogu da reklamiraju svoje proizvode
preko TV i/ili u novinama. Svakog meseca predazdonose odluku o broju emitovanih
reklama i ndinu njihovog emitovanja. Marketing sluzba predi&zA je uspela da odredi:

*  Ukoliko reklamiraju svoje proizvode preko TV idea
- dobit od 100 n.j. ako se preduded reklamira preko TV, i
- dobit od 150 n.j. ako se preduded reklamira preko novina.

»  Ukoliko reklamiraju svoje proizvode preko novinaata:
- gubitak od 100 n.j. ako se predde® reklamira preko TV, i
- dobit od 200 n.j. ako se prsdéedB reklamira preko novina.

Potrebno je formirati matricu glanja sa stanoviSta preddaeA i naci reSenje igre?

ReSenje.Matrica pl&anja sa stanoviSta preddaeA koje teZi da reklamiranjem svojih
proizvoda ostvari maksimalnu dobit je predstavljartabeli I-12.

Tabela I-12. ReSavanje primera 3.1.8.

. o - Minimalni proseéni
Matrica pla éanja (Tb\ll) N(()l\)/zl)ne dobici (max min)
“ A" TV () 100 150 100
Novine (&) -100 200 -100
Maksimalni prose¢ni 100 200 /
gubici (min max)

Analizom matrice pléanja moze se dodo sledéih zakljutaka:

- Ako preduzée A odlwi da se reklamira preko TVa{), preduzée B ce se
reklamirati takde preko TV b,) posto je gubitak od 100 n.j. manji od 150 n.j.

21/310



Teorija igara

- Ako preduzée A odlwi da se reklamira preko novina), preduzée B ce
se reklamirati preko TVly) posto dobija 100 n.j.

- Ako preduzée B odlwi da se reklamira preko TVb{), preduzée A ce se
reklamirati takde preko TV &) poSto je dobitak od 100 n.j. die od
gubitka od 100 n.j.

- Ako preduzée B odlwi da se reklamira preko novind,), prsduzée A ce
se reklamirati preko novina zato Sto je dobitak26a n.j. véi od 150 n.j.

Iz prethodne analize se moze zadilju

* Preduzée A ¢e izabrati strategijia; poSto u tom skaju moze da dobije
najmanje 100 n.j.

* Preduzée B ¢e izabrati strategiji;, poSto u tom skaju moze da izgubi
najviSe 100 n.j.

Zaklju ¢ak. Posto su donja i gornja granica vrednosti igrengée, ova mattna igra je
prosta, a sedlastac¢ta se nalazi u poljw;; = 100 n.j., Sto ujedno predstavlja i njenu
vrednost. Zato su strategije za predazi i B, Ciste strategijey i b; Sto znéi:

- Preduzée A treba uvek da se reklamira preko TV,
- Preduzée B treba uvek da se reklamira preko TV,

- Dobitak preduzéa A, tj. gubitak preduzs B ¢e u tom slgaju biti jednak
optimalnoj vrednosti matthe igre i iznosie 100 n.j.

Primer 3.1.9. Raizmatra se mogunost primene teorije igara u izboru reona razmastaj
stanice tehrkog snabdevanjeSTg i stanice tehikog odrzavanjagTQ. Pretpostavlja se
da postoje lokacij&, Ly, L3 i L4 koje su pogodne za razv8l'Si STQ Procenom situacije
utvrdeno je da date lokacije mogu biti ugrozene na sletin (varijante protivnika):

P, - dejstvo lake peSadije po reonu razmesj&ili STQ

P, - dejstvo ub&enih diverzantskih grupa;

Pz - maniji helikopterski desant;

P, - udar nukleamim sredstvima.

Analizom n&ina upotrebe strategija protivnika idwaa zasStite pojedinih lokacija, dolazi se
do matrice pléanja koja daje broj uniStenih vozila, kao Sto jé&kgmano u tabeli 1-13.
Odluku o reonu razmeStal Si STOdoneti nakon reSenja definisane niae igre.

Tabela I-13. Matrica pléanja (broj unisStenih vozila)

Lokacije Minimalan proseéni
Matrica pla¢anja L L L L broj unistenih vozila
1 2 3 4 (max min)
P, 34 35 27 34 27
- P, 41 34 | 32 36 32
Protivnik P, | 27 | 22 | 18| 18 18
P, 55 55 32 29 29
Maksimalni proseéni
broj unistenih vozila | 55 55 | 32 36
(min max)

ReSenje.Prvi igra (protivnik) odreluje minimalni broj uniStenih vozila za svaku svoju
strategiju. Za strategij®; to je 27, zaP, 32, zaP; 18 i zaP, 29 vozila. Odrédivanjem
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maksimalne izméu odredenih minimalnih vrednosti, on oduge donju vrednost igre,
odnosno odrduje svoju sigurnu dobit koja iznosi 32 uniStenaileo

Drugi igraé (jedinica koja bira reone z&TSi STO u okviru svojih strategija pronalazi
maksimalni broj unistenih vozila. Za strategiju to je 55, zal, 55, zal; 32 i zalL, 36
uniStena vozila. lzm& tih maksimalnih, on bira minimalnu vrednogtme je odredio
gornju vrednost igre, koja iznosi 32 uniStena \azil

Igra ima sedlo i reSenje se nalazi u doméatih strategija. Vrednost igre y&=32. To znai

da je za prvog igkm (potencijalnog protivnika) optimalna strategika, tji. da ¢e on
upotrebiti za napad diverzantske jedinice, bezrabza strategiju drugog igfa jer ¢e u
najgorem sldaju unistiti 32 vozila. Drugi igraza svoju optimalnu strategiju bira strategiju
L, tj. odabira lokaciju_; i na taj n&in je siguran da rie izgubiti viSe od 32 vozila, bez
obzira na izbor prvog igta.

Primer 3.1.10. Brigada radnika koja radi na elektrocentrélja ¢e smena biti zavrSena
sledéeg proléa, stanuje u radéikom naselju nedaleko od gradiliSta. Sredinom jeseni
razmatra se problem nabavke uglja za zagrevanjeljaaZavisno od toga kakwee biti
nastupajda zima, potrebe za uglijeméhbi razltite. Ukoliko zima bude normalna potrebno
je 150T, za blagu zimu 120, a za oStru zimu 180 uglja. Kako se radnici sledeg
proleta sele na novo gradiliSte, viSak uglja, koji ostpesle zime née biti iskori€en. Ako

se ugalj nabavlja sredinom jeseni njegova cen®@edin/T. Zavisno od toga da tie zima

biti blaga, normalna ili oStra, tona uglja kojalsele nabavljala zimi kosta 100, 120 i 140
din/T, respektivno.

Sredinom jeseni u vezi nabavke uglja za pred&iogmu pred upravom stoje tri mogpi
strategije, ti. mogu nabaviti 120, 150 ili 180uglja, a eventualno nedostéjukolicinu
nabavée u toku zime ukoliko bude potrebno.

Problem izbora optimalne strategije formulisati kaatricnu igru i formirati matricu cene
igre. N&i reSenje mattine igre, tj. odrediti optimalnu strategiju i vredonatréne igre.

ReSenje.Ovo je problem konflikta. Sa jedne strane Upraxedpzée, a sa druge priroda,
pa se zbog toga ovakve maire igre nazivaju igre protiv prirode. ReSavanjebfgma je
prikazano u maténoj formi, kao Sto je prikazano u tabeli I-14.

Tabela I-14. ReSavanje primera 3.1.10.

PRIRODA Minimalni
Cx Blaga zima | Normalna zima | OS$tra zima | prosetni
Matri €na igra 1207 150T 180T dobici
(100din/T) (120din/T) (140din/T) | (max min)
120T -12.000 -15.600 -20.400 -20.400
PRUEPDRLfZVI?C'A 150T -15.000 -15.000 -19.200 -19.20(0
180T -18.000 -18.000 -18.000
Maksimalni prosetni | ;5 559 -15.000 -18.000 /
gubici (min max)

Najpre je potrebno iztanati vrednosti za svako polje u matrici gaaja, tj. vrednosti
placanja za sva ukrStenja po redovima i kolonama. Térsea sledéi nacin:

a;; = 120T « (=100din /T) = —12.00@in
a;» = 120T . (-100din /T) + 30T« (=120din /T) =-12.000 — 3.600 = —15.66M
a;3=120T « (-100din /T) + 60T « (=140din /T) =-12.000 — 8.400 = - 20.46
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a1 = 150 T. (=100 dinT) —15.000 din
a, = 150 T. (=100 dinT) —15.000 din
aps = 150 T. (-100 dinT) + 30T« (=140 din T) = —15.000 — 4.200 = — 19.200 din

dg1 = agy = ag3 =180 T+ (—100 din T) —18.00@lin

UPRAVA PEDUZECA max (-20.400, -19.200, -18.000) = — 18.000
PRIRODA min (-12.000, -15.000, -18.000) =18-000din

Igra ima sedlastu ¢&u:  to je poljeags.
ReSenje se nalazi u dometistih strategija.

Vrednost igre je:max min a; = min maxa; = axj+ = ags =V = -18.000din
i j j i

Prema tome za upravu gradiliSta optimalna stradgijda se sredinom jeseni kupi 1BO
uglja po ceni od 10@in/T, i za to je potrebno izdvojiti 18.000 dinara.

Napomena.U opStem sléiaju matrica pléanja moZe da ima i viSe sedlastibiatka.
Tako, u matrici pléanjaA:
2 3 2
A=
o

elementi na mestu (1, 1) i (1, 3) su sedlast&etalnteresantno je da se sedlaste
tacke javljaju kao konjugovani parovi. Naime ako sullaste téke elementi na
mestima (1,j1) i (i2,j2) tad su sedlaste dke i na mestimai(,j,) i (i2,j1).

4. MeSovite matriéne igre

4.1. Uvod

Kada matrica pkanja nema sedlastu ¢tal, onda je neSto teZe odieanje
optimalne strategije igta i vrednosti matte igre. Zapravo, sada igraéh nema
¢istu strategiju koja bi mu obezbedila minimalniaaiovani dobitak uz racionalno
ponaSanje drugog igfa. Analogno, igr& B nema strategiju kojom osigurava
gornju granicu svojih ptanja. Zbog toga igta uvode elemente stajnosti kod
izbora pojedinih strategija. Oni viSe ne birajujpdnu strategiju, wese odlduju
za razltite strategije. Svaka strategija se pojavljuje dia@tenom verovatnam.

Posmatrajmo najpre igfa A. On ima na raspolaganju alternativa (strategija) i
svaku od njih odabira sa odenom verovatngm. Ozngavamo kao:

p11 p2’ ---1pm

verovatn@e izbora pojedinih alternativa. Ove verovatmaadovoljavaju slede
uslove:
pi20,i=1,2,..m (4.1.2)

2.p =1 (4.1.2)
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Vektor P = (p1, P2, -.., Pm) NAzivamomesSovitom strategijom igeéa A. Kod diste
strategije jedna verovatta jednaka je jedinici (1), a sve ostale su jedmake(0).
Kod meSovite strategije najmanje dve od verovénoraju biti pozitivne.

Na sl¢an n&in posmatramo i igia B. On ima na raspolaganju alternativa
(strategija) i za svaku se odlje sa odréenom verovatném. Verovatnée za
izbor njegovih strategija ozdavamo sa:

01, G2y -1 O
| ove verovatnée moraju zadovoljiti uslove tipa (4.1.1) i (4.1.kR¥o0:
g =0 j=1,2,..n (4.1.3)
Yq =1 (4.1.4)

j=1
Vektor Q = (Q1, Oz, -..,0n) izraZzavamesSovitu strategiju igréa B.

Postavlja se pitanje kako mozemo odrediti vrednost ématigre. Kada oba igta
upotrebljavaju meSovite strategiti Q, onda vrednost igre de odgovarati samo
vrednosti jednog elementa matricedalaja. Igr& A ¢e dobiti iznosg; od igré&a B
samo ako on odabeietu alternativu, a igraB j-tu alternativu. Verovatria da
igra¢ A izaberei-tu alternativu jednaka jpi, a verovatnéa da igra B izabergj-tu
alternativu jednaka jegj. Prema verovatd proizvoda nezavisnih dodaja,
verovatnéa da igré A dobije iznosg; jednaka jepigj. Srednji dobitak igréa A
kada on koristi strategijB = (py, ..., Pm) a igra& B strategijuQ = (q,... ,qn) iznosi

EP.Q =D apa (4.1.5)

i=1 j=1

Igra¢ A ¢e nastojati da, izborom svoje strategije,davevu vrednost igre, a igr#

¢e Zzeleti da je Sto viSe smanji. Zbog toga, 6ei nastojati da izaberu svoje
optimalne strategije. ReSenje igre je par optimalnétetija,P” za igr&aAi Q za
igraca B, koje poseduju sleda osobinu: ako se jedan od iggapridrzava svoje
optimalne strategije, tada drugom igmane odgovara da odstupa od svoje
optimalne strategije. To ztiada je ispunjen uslov:

E(P,Q)<EP,Q)<EFP,Q (4.1.6)

za sve mogte vrednosti vektor® i Q. Tada vektorP” i Q predstavljaju reSenje
matricne igre i predstavljaju optimalne meSovite strategije. Cgitimresenjd” i
Q naziva se jo$ strateSko sedldgre, a odgovarafia srednja vrednost fanja
predstavlja vrednost matrie igrev, tj.

v=EP’, Q) (4.1.7)

Relacija (4.1.6), koj&ini osnovu definicije optimalnih strategija, moze se sbjg
na sledé natin: Ako igra& A koristi optimalnu strategijlP’, on osigurava da
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njegov srenji dobitak bude najmanjePE(Q’), pod uslovom da igiaB bira svoju
optimalnu strategijuQ’. | obratno, igra B izborom optimalne strategij®"
osigurava da njegov srednji gubitak ne budég vd EP’, Q), u sluaju da igra A
bira svoju optimalnu strategif .

4.2. ReSavanje matrnih igara mesovitom strategijom

Obzirom da je objasSnjen pojam optimalnih meSovitih strateggatavlja se pitanje
kako prondi te strategije. U reSavanju matre igre zadatak je izkanati njeno
reSenje i njenu vrednost. [Zimati reSenje mathne igre zn& odrediti optimalne
strategije koje obezHlaju najbolji aekivani ishod igre za oba igra

U teoriji strateSkih igara nalazimo raite metode odidivanja optimalnih
strategija. Jedan broj metoda ailigi optimalne strategije i vrednost igre
neposredno iz definicije ovih pojmova i one spadaju u direktne me¢ddeanja.
Ukoliko je matrica igara \@h dimenzija, njihovo reSavanje direktnim metodima
moze biti prilino mukotrpan posao. Zbog toga se razmatraju samo neki od ovih
metoda i to za reSavanje jednostavnijih primera. To su ¢natiigre dimenzija
mx2 i 2xn, koje se u konmom postupku svode na igre2

Pored direktnih metoda, detaljnije razmatramo i jedan meda@Savanje zadataka
sa mesSovitom strategijom &b dimenzija, a koji se bazira na linearnom
programiranju. Preciznije, pokazano je kako se reSavanje s\atkiéna igre moze
prevesti u reSavanje odgovargg problema linearnog programiranja.

Da bismo zasnovali osnovnu teoremu teorije igara (Teoremd,dn2xdimo dve
pomane teoreme (Teoreme 4.2.1 1 4.2.2).

Teorema 4.2.1.(Kriterijum optimalnosti strategija). Da bi strategie i Q" bile
optimalne za igréa A i B, redom, av da bude cena igre, potrebno je i dovoljno da
vaze nejednane:

E(P, Q)< VSEP,Q) (4.2.1)

za svetiste strategij@, i = 1,....mi Q, j=1,..,n

Dokaz.Prema definiciji optimalnih strategifd i Q', nejednaine (4.1.6) vaZe za
proizvoljne dve me3ovite strateghei Q. U specijalnom skaju, zap; = 1,p« = 0,k
Zi i g =1,0¢= 0,k #j meSovite strategije i Q svode se naiste strategijeP; i
Q. Tada se (4.1.6) svodi na (4.2.1).

S druge strane, neka vazi (4.2.1). Proizvoljne meSovitegi@P = (py, ...,pm) | Q

= (O,..- ,On) Mogu se predstaviti kao konveksna kombinasgth strategijaP;, i =
... mi Q,j=1,.,n

P:;pipi, iZ:1pi:]-v Q:]Z:;,quj’ ;qj:l-

Tada iz (4.2.1) dobijamo:
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E(P.Q) =2 RE(R.Q)<) pv=v=E(F.Q),

E(P",Q) =) q;E(P",Q)) =) qv=v=E(P".Q).

= =

Pre nego Sto razmotrimo metode reSavanja, pdkaza dva svojstva matne igre
koja mogu olakSati njihovo reSavanje.

Teorema 4.2.2 Ako svakom elementa; matrice plaanja dodamo jednu pozitivhu
konstantud, optimalne strategije igéa ostaju nepromenjene, a vrednost magi
igre postajes +d.

Dokaz. Srednja vrednost dobitka ig@A pri izboru strategijeP i Q za matricu
placanja f;], prema izrazu (4.1.5), iznosi EQ) = ZZaﬂ p.g; . Nova matrica

placanja ima elemente ajf+ d], a vrednost maténe igre obeleZzemo sa ER,Q).
Ocigledno je

E'(P.Q) :ZZ(aij +d)pq; :zzaij Pid; +dzz piq;

i=1 j=1 i=1 j=1 izl j=1

=E(P,Q)+d) p D g,
i=1 j=1

Obzirom da je:
m

Z Pi =1=qu
e

i=1

dobija se
E'P,Q =EP,Q +d (4.2.2)
Ako suP’ i Q resenja igre sa matricom pémja k], prema (4.1.6) vazi:
E(P,Q)+d sv+d<EF,Q) +d (4.2.3)

Iz (4.2.2) i (4.2.3) dobija se
E'P,Q) <v+d<E'P,Q

¢ime je pokazano da je reSenje igre sa matricogepla f; + d] dato optimalnim
strategijamd@ i Q kao i cenom igre + d.

Napomena.Ovo svojstvo omogtava da matricu ptanja, u kojoj ima i negativnih
elemenata;, dodavanjem odgovargje konstante prevedemo u novu matricu kod
koje ¢e svi elementi biti nenegativni. Ovo je posebno vaZzno kod regazadataka
matricnih igara poméu linearnog programiranja. Na osnovu ovog svojstva, U
daljem razmatranju koriseémo primere kod kojih matrice glanja imaju sve
elementey; pozitivne.

Teorema 4.2.3(Osnovna teorema teorije igara). Svaka riadrigra ima reSenje.
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Vazno svojstvo na koje se ukazuje odnosi se na dominaciju i redukeijrica
pla¢anja po dominaciji. Pojam dominacije objagmo na primeru slede matrice
placanja:

w o g
N AN
N O

Oba igr&a imaju na raspolaganju po tri alternative. Posanatr najpre alternative
prvog igrd&a (igra A) i to drugu i tréu. Ako odabere drugu alternativu, on moze
dobiti 5, 4 ili 2 no¥ane jedinice u zavisnosti od toga Sta odabere Brdledutim,
ako odabere tée alternativu, on moze dobiti 3, 2 ili 1 n@anu jedinicu. Ako u
matrici uporedimo brojeve drugog i ey reda, prim&jemo da su svi brojevi iz
treceg reda manji od odgovaragjh brojeva iz drugog reda. To zfiaa je za igréa

A treta alternativa nepovoljnija od druge alternative¢@an u protiavanju svoje
strategije zanemariti téered. U ovom sltaju kazemo da druga strategija ita#\
dominira nad tréom, pace kod odrdivanja optimalne strategije bis = O.

Nesto skkno moZzemo primetiti i kod posmatranja alternatigeaia B. Kako su u
matrici pl&anja svi brojevi prve kolone ¥eod odgovarajtih brojeva druge
kolone, to je za igks B druga strategija bolja od prve, tj. druga stratemjrata B

dominira nad prvom. Zat@&e u optimalnoj strategiji igta B biti g, = 0

Zanemarujdi na ovaj na&in nepovoline alternative igéa, mi smo izvrsili
redukciju matrice na osnovu dominacije. Time smonaatrice %3 dobili novu
matricu dimenzija 22, za koju je lakSe gareSenje.

2 6
4 2
Definicija 4.2.1. Za strategijuA igrata A kazemo da je dominantna u odnosu na
strategijuA, ako je ispunjeno:
agzay, j=1,..,n

Dualno, za strategijBs igrata B kazemo da je dominantna u odnosu na strategiju
B, ako je ispunjeno:
as<a, 1=1,... m

4.2.1. Algoritmi za reSavanje matrénih igara

Najjednostavniji sltiaj matrtne igre je igra tipa2. Ako ova igra ima sedlastu
tacku, reSenje je par strategija koje se seku u dmilagtki. U suprotnom,
optimalne strategije su dve me3ovite stratedlje= (p,.p2), Q = (@ ,0%).
Odredimo prvo optimalnu strategifi. Sledei algoritam je baziran na vrednosti
matriéne igre. Vrednost igrey = (P,Q) se mozZe izraziti na dva ekvivalentna
natina. Jedna reprezentacija vrednostivgkata je izrazom:

E(P*, Q*) = ql*(all pl* +an pz*) + q;(alz pl* + pz*)

28/58



mr lvan Jovanoyj, dipl. ing. Dodata

Igra¢ A mora da odabere svoju strategiju tako da njegednsr dobitak bude
najmanje jednak ceni igre (jednaku brojy bez obzira na strategiju igeB.
Odatle se dobija slediesistem jedné&na:

allpl* + a21p2* =V (424)
Py +agPy =V (4.2.5)
Koristedi (4.2.4) i (4.2.5), zajedno sa izrazop + p, =1, dobijamo

Analogno se dobija optimalna strateg@a = (g, , ¢ ) igrata B. Sada se vrednost
igrev=E(’, Q) izrazava na sleda dva ekvivalentna gima:

E(P'.Q) =pr*(auly + 1) + P2 (31 + 8220
odakle se dobija sistem jedinaa:
ay, 0 +ay,0, =V
8,0y + 8,0, =V
Koristedi o + o = 1, dobijaju se vrednosti zg i @ :

q = A ~ &,
1 — ’
Ay tay —ap, Ty

8 — a8y
Ay tay, —ap —ay

Q2* =1_QI =

4.3. ReSavanje matrinih igara dimenzija 2x2

MeSovita matiina igra X2 je igra u kojoj svakom igta na raspolaganju stoje po
dve diste strategije, a igra nema sedlastdkta Verovatnée preduzimanja
pojedinih strategija su ¥e od nule [f1,p.,0:1.0.>0). Direktni metodi, koje se
nage&e koriste za njihovo reSavanje, ilustrovane su mangrima matrica
dimenzija %2, to su:

- analitiki (prikazana su dva metoda), i

- graficki (geometrijski).
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4.3.1. Analiticki metod reSavanja
ReSavanje mesSovitih matnih igara, primenom dva anatika metoda, je
objasnjeno kroz slede primere.

Primer 4.3.1.1. Potrebno je analitkim postupkom odrediti optimalne strategije itaa
vrednost mattine igre, koja je definisana matricom fdajaA:

S

ReSenjeNajpre proverimo da li matrica ima sedlasttkta

mjinaij
4 6 4
8 2 2
maxa, 8 6
Kako je: a = maxmina; =4 <b” = min maxa; = 6,
i i |

i
to zn&i da matrica nema sedlastuwha, pa se reSenje igre nalazi u domenu mesovitih
strategija, a vrednost igre u granicama: ¥ < 6. Prikazana su dva jednostavna ar#dti
postupka za reSavanje ovog zadatka.

Postupak 1.U ovom postupku polazimo od relacije (4.1.5), paerojoj je
m n
v=EP.Q) = Zzaij Piq;

i=1 j=1

U ovom primerutemo sg i p, obeleZiti verovatnée izbora prve i druge alternative igea
A, a sag; i g, verovatnde izbora prve i druge alternative igeeB. Prema (4.1.2) dobija se
p: +p. = 1,anaosnovu (4.1.4) vagi+ .= 1. Na osnovu ovih relacija odngemo da
p2=1-p1, g2 =1-q;. Uzimaji u obzir i ove relacije, dobija se:

EP,.Q =4p. 01 +6p1 G+ 8P h + 2P Gp =
=40 +6py(L-0) +8a (1-py) + 2(1-p1)(1-qa).
Posle sréivanja dobijamo:
E(P,Q =-8p .y +4p. + 60, + 2.
ReSenje mattne igre se dobija reSavanjem sistema koji se dqimgle izjedn&vanja
parcijalnih izvoda ove funkcije p@, i g; sa nulom. Obzirom na to da je:
aj:-&ll+4zo, aj:_8p1+620,
op, 0g,
dobija se:

L p_§ p_]-'p_1
’ 1 47 2 1 4

q_1 R=1-0a=
=50 @ =5

Vrednost matgine igre je:
V=-8pith +4pt6cp +2=5.

Prema tome, optimalno reSenje mate igre je:
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(31 . (11 S
P _{Z’Zj’ Q _(E’EJ’ E(P',Q")=5.

Postupak 2.Drugi n&in reSavanja, talkde, polazi od vrednosti matrie igre. Zapravo,
vrednost igre, za primer koji reSavamo, moZe sitiri na sledé nasin:

v= EP.Q)=p (4o +60) +p, By +20) ,

v=EP*Q*) =0 (4ps +80;) + 0 (6ps +2p2) .

Kako je reSenje igre u domenu mesovitih strategijase na osnovu prethodna dva izraza
mogu formirati jedn&ne na osnovu kojilie se odrediti optimalne strategije.

odnosno:

Tako, na osnovu prvog izraza, i§r8 mora svoju strategiju odrediti tako da, nezaviedo
igraca A, ne plati vise od B(,Q’), odnosno tako da vaZze slédgednakosti (jer je B(Q)

> E(P,Q)):

4q1: + &]2: = E(P:v Q:)v
8y +20, = EP,Q),
Koristeti dodatni uslov . .
Qi +0 =1,

dobija se sistem od tri jedtiae sa tri nepoznate, koji se moze reSiti veomagsthvno.
Kako su desne strane za prve dve j¢trajednake, jednake su i leve strane, pa je

4oy + 60 =8y + 2

odnosno
-4y +4g, = 0.
Sada se ova i téa jedndina reSavaju, tako da se dobija reSenje:
« 1 « 1 P
q :77 q :71 V:E(PIQ)ZS'
T2 T2

Na slican n&in, na osnovu drugog izraza, formiramo sistem jénfreaza igréa A:
4p1* + &32* = E(P*! Q*)!
6pl* + aJZ* = E(P*! Q*)!

p+p =1
ReSenje ovog sistema jedia je:
p. =2 ,p =1 v=5.
4

Nlw

U sledéem primeru je pokazano da se mogu reSavati problex®owitinh matriSnih
igara i veéih dimenzijja od 22 kori¥enjem dva ranije opisana analk
postupaka.

Primer 4.3.1.2. N&i reSenje mattine igre koja je zadata matricom {daja

25 4
8 3 1|
4 3 6
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Postupak 2. koji se koristi za reSavanje meSovite néaei igre dimenzija 3x3.

E(P,Q) = 2p,q, +5p,0, +4p,0;
+8p,0, +3p,0, + P,0;
+4p;q; +3py0, +6py0s

V=E(P,Q") = p, (20, +50; +4d5) + P, (8a; +30; +03) + P; (4q; +30; +60;)
Odatle se dobija sistem linearnih jedima:
20, +50, +4q; =V
8q; +30, +0; =V
4ay +30, +60; =V
G +0, +0; =1
ReSenjem sistemaetiri jedna&ina sacetiri promenljivih, dobija se:

5 ._9 . _4 71

*:f’ =—, =—, V= .
hT1g 2T1g BTg 18

Sa druge strane dobija se:
v=E(P",Q") =0, (2p, +8p; +4p;) +0,(5p; +3p, +3p;) + 5 (4p; + P +6ps)
odnosno sistem linearnih jediiaa:
2p, +8p, +4p; =V
5p; +3p, +3p; =V
4py +p, +6p; =V
P+ Py *P; =1
ReSenje ovog sistema je:

.17 .2 .11 .7
P = — -

“36 P2Tg % T3 VTie
Postupak 1. Izjedn&avanja parcijalnih izvoda funkcije BQ) po p1, P2, 01 i g2 Sa nulom.

E(P,Q) = 2p,q, +5p,0, +4p,0s
+8p,0; +3p,0, + P.J;
+4py0; +3ps0, +6P50;
=2p,0, +5p,0, +4p; (10, —0)
+8p,0; +3p,0, + P, (L-0; — ;)
+4py0; +3py0, +6p;L-0, —dy)
=4p,d, —2p, —5p, —3d, — 20, +9p,0; +5p,04;,

Izjedna&avanjem parcijalnih izvoda matemi#ivg aiekivanja sa nulom, dobija se sistem
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0E

—=4q, -2=0

o, P

oE

—=-5+9q, + =0
ap, 0y + 50,
a—E=2+9p2=0

aq,

oE

——=4p, -3+5p, =0
o, Py P2

ReSenje ovog sistema daje isti rezultat kao i paithmetod.

4.3.2. Graficki metod reSavanja

Ovaj metod moZe se koristiti samo za reSavanje igigrge matrica pléanja reda
2x2, 2xn ili mx2. Na sledéem primeru objaSnjen je gréfi, odnosno geometrijski
metod.

Primer 4.3.2.1. Potrebno je gratkim (geometrijskim) metodom odrediti optimalne
strategije igréa i vrednost maténe igre, koja je definisana matricom ¢dajaA:

4 6
A=
8 2
ReSenje.Konstantovali smo da matrica pénja nema sedlastuctal. Posmatramo najpre

igrata A. Njegova strategija je predstavljena vektor®n¥ (pi, p.), pa, u zavisnosti od
koris¢enih alternativa igrga B, ocekivani dobitak igréa A ¢e biti:

E(P, Q) =4p, + 82 =4p; + 8(L -py) = -4p1 + 8,
E(P, Q) =6p1+ 20, =601 +2(1 -py) =4p1 + 2.
Napomenimo da sQ; i Q, sledée strategije igrgaB: Q, = {1,0} Q,={0,1}.

Igra¢ A birace vektor meSovite strategife tako da oekivani dobitak bude Sto je maogri
veci. Grafieki, to se radi na sledenacin: U pravouglom koordinatnom sistemu, @kia
(1,0), povie se vertikala. Zatim se gréfi prikaZu funkcije kojima smo izrazilicekivane
dobitke. Na primer, funkcija B(Q;) = -4p; + 8 ima pravac koji prolazi kroz &ke (0,8) i
(1,4) (na slici I-3. ozngen sa 1), a funkcija Q) = 4p, + 2 pravac koji prolazi kroz tae
(0,2) i (1,6) (ozn&en sall).
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Slika I-3. Optimalna strategija za igfa A

Svaka téka na grafiku funkcije | ima za apscisu verovdtnp; kojom igr& A bira svoju
prvu strategiju, a za ordinatu vrednost odgov&egudekivanog dobitka kada igtaB
koristi svoju prvu strategiju. Analogno zfgmje imaju koordinate ¢aka na grafiku
funkcije II.

Odretivanje optimalne meSovite strategile za igr&a A sastoji se u oddivanju
verovatnde p;, kojace omogditi najve¢i minimalni dobitak. Iddi od tatke T; (za koju je

p: = 0) preko pojgane izlomljene linijeT;RT,, on prelazi sve svoje meSovite strategije. Za
svaku meSovitu strategiju on ufwje minimalni @ekivani dobitak na taj @ Sto sa
grafika cita ordinatu odgovarafe tatke na izlomljenoj linijiT,RT,. Zap, = 3/4 igr& A
postize najvé od svih minimalnih oekivanih dobitaka. Time je odtena njegova
optimalna strategijaP” = (3/4,1/4). Vrednost matme igre @itava se sa grafika kao
vrednost ordinate za = 3/4 i iznosiv = 5.

Na slican n&in posmatramo i igi& B. Njegova @¢ekivana pléanja zavise od kor&nih
strategija igréa A i iznose

E(P1, Q) = 4oy + 60, = 4o + 6(1p) =-201 + 6,
EP, Q) =80+ 20, =8y + 2(1qp) =60, + 2.

Graficki prikaz ovih funkcija i odgovarage reSenje dati su na slici I-4.

v

0 /2 1 a,
Slika I-4. Optimalna strategija za igfa B

Igrat B ¢e svoju optimalnu strategijQ” odrediti birajiéi verovatnéu g, tako da minimizira
svoje maksimalno moge gubitke. Na Slici 4.3.2.2. p@gana izlomljena linijaT;RT,
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oznazava njegove maksimaln&kivane gubitke, u zavisnosti od izabrane verovamg.
On nastoji da minimizira te gubitke i t® ostvariti zaq; = 1/2. Prema tome, njegova
optimalna strategijge biti Q" = (1/2, 1/2). Vrednost odgovarag ordinate predstavija i
vrednost mattine igrev = 5.

4.4. ReSavanje matrnih igara dimenzija mx2

Matri¢ne igre u kojima igréu A stoji na raspolaganjm ¢istih strategija, a igracB
samo dve, mogu se reSavati gtkifisvaienjem na matricu dimenzijax2.

Primer 4.4.1. Matrica pl&anja za antagonigku igru data je u tabeli I-15. Elementi
matrice definiSu dobit ige@ A. Potrebno je odrediti optimalne strategije obaadari
vrednost mattine igre.

Tabela I-15. Matrica pfanja

Matrica plaéanja B Minima}lni prosgéni
bi(qy) | ba(gp) | dobici (max min)
ap) | 4 3 3
A aopo) | 2 4 2
as(ps) 0 5 0
ay(Pa) -1 6 -1
Maksimalni prose¢ni 4 6
gubici (min max)

ReSenje.Na poznati néin se odrduje da su minimalni progai dobici za igraa A:
max min g = a;; = 3 n.j., a maksimalni pro&ei gubici za igréa B: min maxe; = a;; = 4
n.j. Kako je a,, # a,, igra nije potpuno oddena i reSenje se nalazi u domenu mesovitih
strategija. Vrednost igre je u granicamav34.
Prvi igr& nastoji da za, bilo koj@istu strategiju protivnika, primenom svoje meSovite
strategije ostvari dobitak ¥eili jednak vrednosti igre. Drugi igtanastoji da za, bilo koju
distu strategiju prvog igea, primenom svoje mesSovite strategije izgubi malhjednako
vrednosti igre. Na osnovu toga, mégye napisati sistem nejediirza:

4p, +2p, —py 2V

3p, +4p, +5p; +6p, 2V

4q, +30, sV

20, +4q, <V

5q, <v

—-q, +6q, sV
Poznato je i slede:

Pt P+ Ppstpy=1

0 +0, =1
Primenom izrazag; = 10, pripremaju se &ekivani gubici drugog ig& za grafiko
prikazivanje:
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/-1 / i ' A @

Slika I-5. Qekivani gubitak drugog ig&a
Igra¢ B, budii da tezi minimizaciji maksimalnog gubitka, traZimimum funkcije:
f(q,) = nlax{‘l —0,.,2+20,50,,~1+7d,}
2

definisane na intervalu<@,<1. Minimum date funkcije nalazi se uc¢kd N koja leZi na
preseku pravih 4p, i -1+70,. Koordinate take N su (5/8, 27/8) pa j&, =5/8 iv =27/8.

Vektor optimalne me$ovite strategije i je: Q" = (o', o ) = (3/8, 5/8).

Za odretivanje optimalne meSovite strategije prvog &gr&oristi se sled®a tvrdnja:

- akoje: piay +pady t ... P>V, tada jeqy = 0, i
- akojer thd + diz * ... +0nXin <, tada jep = 0
Gubici igrata B za pojedingiste strategije igr&a A su:
5_27
b-—=—=v
Py 8 8

26
:2+2E£=—<|/
P2 8 8
25
25£=—<V
P3 8 8
27
:—1+7Brz=—=v
P4 8 8

Na osnovu navedene tvrdnje sledi dpje p;= 0. Sasvim je logho da prvi igré nete da
primeni svojeciste strategijep, i ps jer u sl&aju njihove primene drugi igéaostvaruje
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gubitak maniji od vrednosti igre Sto je za prvogdgrnepovoljno. P&etna matrica pkanja
svedena je na formux2 i data je u tabeli I-16.

Tabela I-16. Redukovana matricacplgia

. z 1 B
Matrica plaéanja by(q) by(%p)
A a(py) 4 3
(p) 1 °

Optimalna meSovita strategija igesA dobija se reSenjem sistema nejeiima
4p +2[0-p, 2v=4p, - p, —%7
27
3p, +40+50+6p, 2V = 3p, +6p, Sy

Optimalna me3ovita strategija igesA je: P* = (p,, p2 ) = (7/8, 1/8).
4.5. ReSavanje matrnih igara dimenzija 2xn

Prvom igr&u stoje na raspolaganju dve strategije, a drugicigaspolaze sa
strategija. Ovakvi zadaci mogu se reSavati gkafi svaienjem na matricu
dimenzija %2, analognim postupkom koji je prikazan u predhodnamenu.
Primer 4.5.1. ReSiti matrénu igru, dimenzija 24, koja je prikazana u tabeli I-17.

Tabela I-17. Matrica pléanja

Matrica pla éanja B Minimalni proseéni
b1(y) | 05(dp) | ba(as) | ba(qs) | dobici (max min)
A alp)| 2 3 1 4 1
ap)| 4 2 3 1 1
Maksimalni proseéni 4 3 3 4
gubici (min max)

ReSenjeVrednost igre nalazi se u granicamgy43.

Igra je neodréena i potrebno je odrediti meSovite strategije ba @ra&a. Na osnovu
poznatih teorijskih osnova meSovitih maiih igara mogu se napisati slédenejednéine:

2p, +4p, 2v

3p, +2p, 2v

p,+3p, 2V

4p, +p, 2V

20, +30, +q; +4q, sV

40, +29, +30; +q, <V

Primenom poznatog izraga=1-p; svode se &kivane vrednosti dobiti prvog igfa, za
pojedineciste strategije drugog igfa, na oblik pogodan za gré&fio prikazivanje:
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4-2p,2v
2+ p 2V
3-2p,2v
1+3p, 2V

Graficki prikaz @ekivanih vrednosti dobiti prvog igta dat je na slici I-6.

AR A

Slika I-6. Qekivana dobit prvog igréa
Igra¢ A nastoji da maksimizira minimalnu dobit pa stoggitmaksimum funkcije:
f(p) = mpin{4_ 2p;, 2+ py,3-2p;,1+3p;}

definisane na intervalu [0,1]. Maksimum date fufkanalazi se u t&i N koja lezi na
preseku pravih 342 i 1+3p;. Apscisa téke N predstavlja vrednost verovatiep, = 0.4, a
ordinata t&ke N je vrednost igre =2,2.
Optimalna me3ovita strategija prvog iggge P = (p,’, p, ) = (0.4, 0.6).
Ocekivane vrednosti dobiti igta A za pojedingiste strategije igrsa B:

4-2[04=32>v

2+04=24>vy

3-204=22=v

1+304=22=v
Jasno je da igtaB nete primenjivati svojetiste strategijeg i g; jer bi time omoggéio
igratu A dobit v&u od vrednosti igre, Sto je sa njegovékeglediSta nepovoljno. Sledi da

je 9,=0,=0. P&etna matrica plazanja svodi se na matricég@ formata 22, kao Sto je

prikazano u tabeli 1-18.
Tabela I-18. Redukovana matricacplgia

- r 1 B
Matrica plaéanja bs(0s) b4(qs)
A al(pl) 1 4
2u(py) 3 1
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Optimalna meSovita strategija igesB odreiuje se reSavanjem sistema nejesimea
2[0+3[0+q; +40,sv=0; +40, <22
40+2[0+3g; +q,<Vv=3q; +(, <22

Optimalna me3ovita strategija igesB je: Q = (@, & ) = (0; 0; 0,6; 0,4).
4.6. ReSavanje matrtnih igara redukcijom matri ¢ne cene

MoZe se pokazati da se u bilo kojoj igri redan2 mx2 nikad ne moZe avise od
dve korisne strategije za svakog itga dok se preostale strategije ne mogu
iskoristiti u optimalnoj meSovitoj strategiji. Zato se¢ptma matrica pkanja moze
redukovati na jednostavniju i time uprostiti postupak.s€gpostiZze oddvanjem
duplih i dominirajéih strategija.

Duple strategijesu one kod kojih jey; = a;, tj. svi elementi matrice planja datih
strategija su jednaki. Tada se jedna strategija moZazaiti.

Dominantna strategijge ona koja je po svim elementimacadli jednaka od neke
druge strategijea;>ay, zaj=1, 2, ...,n, a postoji bar jedn za koje jea; strogo
vece oday. Strategijea, Se zanemaruje.

Na sl¢an n&in se i za drugog igta mogu definisati duple i dominantne strategije
i time smanijiti dimenzije matrice.

Primer 4.6.1. Igra dva igrda definisana je matricom @anja koja je data u tabeli 1-19.
Potrebno je odrediti optimalne strategije za olackyi n&i vrednost igre.

Tabela I-19. Matrica pléanja
Iligra ¢
by b, bs by
a 10 10 2 2
a, 2 2 9 9
as 5 10 5 10
a, 4 2 4 2

Matrica pla éanja

ligra¢

ResSenje.Definisana mattina igra je reda 4x4, pa je nuzno izvrsiti (akogeizvodljivo)
redukciju matrice plkeanja. Analizom matrice ptanja utvduje se da ne postoje duple
strategije ni za jednog igfa. Ako se posmatraju strategije prvog igrai¢dava se da je
strategijaa, dominirana od strategijes, pa se strategija, kao takva odbacuje, i dobija
matricna igra reda 4, kao Sto je prikazano u tabeli |-20.

Tabela I-20. Matrica pldanja bez dominirane strategijq a
Iligra ¢

b, b, bs b,

ay 10 10 2 2

ligra¢ a 2 2 9 9

as 5 10 5 10

Matrica plaéanja
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Posmatrajti strategije drugog igtem udava se da je strategijp; dominantna nad
strategijomb,, a strategijeb; dominira nad strategiojrh,. Strategijeb, i by se odbacuju.
Paietna matrica pl&nja svedena je na matricu dimenzix® 3prikazano u tabeli I-21.

Tabela I-21. Matrica ptanja bez dominiranih strategijgab, i by

. -~ Iligra & Minimalni proseéni
Matrica pla¢anja bi(@) | ba(d) | dobici (max min)
a(py) 10 2 2
ligra¢ a(p2) 2 9 2
as(ps) 5 5 5
Maksimalni proseéni 10 9
gubici (min max)

Vrednost igre se nalazi u granican®$9. ReSavanje igre zagioje definisanjem sistema
nejednéina:

10p, +2p, +5p; 2V

2p, +9p, +5p; 2V

10g, +20; <V

20, +9q; sV

5q, +5q; sV
Uvodenjem smenez=1-q; dobija se:

248, <v

9-7q, v

5<v

Sistem nejedndna se svodi na sistem jedir@a i prikazuje grafiki, kao na slici I-7.

»

5/ \ 5=V
/2 9-7q,=V
| =
0 7715 T a

Slika I-7. Qekivani gubitak drugog igr&a

Igra¢ B nastoji da minimizira maksimalni gubitak pa sedwest verovatnie i vrednost
igre aitavaju sa grafika kao koordinateska N: g, =7/15 iv =86/15. Optimalna meSovita
strategija drugog igt@ je: Q= (¢, 02, &, G ) = (7/15, 0, 8/15, 0).

Ocigledno je da igr& A nete Koristiti svojudistu strategijups, pa se optimalne meSovite
strategije igréa A dobijaju reSenjem sistema nejedina:
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10p1+2p2+5[(|)2v:10pl+2p22€13—g

2p, +9p,+502v =2p +9p, _f—:

uz primenu poznate smemg=Il-p,. Vektor meSovite optimalne strategije i¢gaA je:
P :(pl ’ pz*v p\;v p4 ) = (7/151 8/151 Ol 0)
Primer 4.6.2. Matri¢na igra je definisana matricom pémja A.

2 -2 1 -1

-1 2 -2 2

1 0O -1 1

1 -12 04 O

A=

Potrebno je uraditi slede:
a) Redukovati matricu ptanja.

b) Na osnovu redukovane matrice, odrediti optimalredwost pdetne matiine igre
i optimalne strategije oba igfa.

c) Na osnovu reSenja pod b) éhaeSenje u komee verovatnéa izbora prve i
Cetvrte strategije za prvog igfa biti iste.

d) Odrediti vrednost elemesnta; matrice pléanja za koju bi mat¢ha igra bila
ravnopravna i za tu vrednostéhaptimalne strategije oba igfa.

ReSenje. Definisana igra, koja je zadata matricom ¢pliaja A, je dimenzija 44 i
predstavljena je u tabeli I-22.
Tabela I-22. Réetna matrica pldanja

Matrica Iligra ¢ a, =ming,
pla¢anja b, b, bz b, j=1234
a 2 -2 1 -1 -2
I a -1 2 -2 2 -2
igra¢ az 1 0 -1 1 -1
ay 1 1-12| 04 O -1,2
Bi=maxa; | o | o | 1| 2 /
i=1234

Gornja i donja granica vrednosti mane igre su:
a=max(@,,a,,0;,0,) =max-2,-2,-1,-04) =-1
B=min(B,, B,. B, B;) = min(221.2) =1
Igra je meSovitao<p) i jedini zakljutak koji se mozZe izvesti je dge optimalna
vrednost igre biti u intervalu od -1 do 1. Ovu matu igru, koja je dimenzija4,
nije mogwte predstaviti grafiki. Zato je potrebno prvo izvrSiti redukciju matrice
placanja, pa je telonda, ako je modie, resiti graftki.
a) Redukcija matrice ptanja
Ukoliko su dimenzije matrice ptanjamxn, gde jem>2 i n>2, prvo je potrebno izvrsiti

redukciju matrice i svesti je na dimenzijex2 ili 2xn ako je to mogée. Redukcija se
zasniva, kao Sto je to do sada objaSnjeno, na ktma®minacije strategija. To je iterativni
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postupak i procedura se ponavlja sve dok je regeliminisati neku kolonu ili red iz
redukovane matrice.

Tabela I-23. Postupak redukcije

Matrica plaéanja b b” |gracb b
il 2 3 4

a 2 -2 1 -1

liaraé a -1 2 -2 2
grac a | 1 0 1 1

ay 1 -1,2 0,4 0

Prva iteracija

Medusobno poréenje redova matrice glanja:

Uporediti strategijua; saa,: posSto je 2>-1 i -2<2, ne postoji dominacija due
posmatranim strategijamai nije mdégweliminacija nijedne od njih.

Uporediti strategijua; sa as: posto je 2>1 i -2<0, ne postoji dominacija due
posmatranim strategijama i nije magueliminacija nijedne od nijih.

Uporediti strategijua; saa,: posto je 2>1 i -2<-1.2, ne postoji dominacijadue
posmatranim strategijamai nije mdgleliminacija nijedne od njih.

Uporediti strategijua, sa as: posto je -1<1 i 2>0, ne postoji dominacija due
posmatranim strategijamai nije mdgleliminacija nijedne od njih.

Uporediti strategijua, saa,: posSto je -1<1 i 2>-1.2 , ne postoji dominacijadme
posmatranim strategijamai nije mdégweliminacija nijedne od njih.

Uporediti strategijusg saa,: posSto je 1=, 0>-1.2 i -1<0.4, ne postoji domijeac
meiu posmatranim strategijama i nije meégweliminacija nijedne od nijih.

Medusobno poréenje kolona matrice:

Uporediti strategijuo;, sab,: poSto je 2>-2 i -1<2 , ne postoji dominacijadue
posmatranim strategijamai nije mdégweliminacija nijedne od njih.

Uporediti strategiju;, sabs: posto je 2>1, -1>-2, 1>-1, 1>0,4, svi elemenioke
b; su véi od elemenata kolonb;. Zato jeb; dominirana strategija koja ée
nikada biti izabrana i eliminise se, dj = 0.

Uporediti strategijub,, sabs: posto je -2 < 1 i 2 >-2, ne postoji dominacijadue
posmatranim strategijamai nije mdégweliminacija nijedne od njih.

Uporediti strategijub,, sab,: posto je -2<-1, 2=2, 0<1i 1,2<0, svi elementiok®
b, su véi ili jednaki sa elemenatima kolort®. Zato jeb, dominirana strategija
koja ne&e nikada biti izabrana i eliminie se,dj. = 0.

Druga iteracija

Medusobno poréenje redova matrice glanja:

Uporediti strategijua; saa,: poSto je -2<2 i 1>-2, ne postoji dominacija due
posmatranim strategijamai nije mdgteliminacija nijedne od njih.
Uporediti strategijua; saas: poSto je -2<0 i 1>-1, ne postoji dominacija due
posmatranim strategijamai nije mdgteliminacija nijedne od njih.

Uporediti strategijua; saa,: posto je -2<-1,2 i 1>0.4, ne postoji dominacijadmn
posmatranim strategijamai nije mdgleliminacija nijedne od njih.

42/58



mr lvan Jovanoyj, dipl. ing. Dodata

- Uporediti strategijua, saas: posto je 2>0 i -2<-1, ne postoji dominacija dae
posmatranim strategijamai nije mdgleliminacija nijedne od njih.
- Uporediti strategijua, saa,: posto je 2>-1.2 i -2<0.4, ne postoji dominacijadn
posmatranim strategijamai nije mdgleliminacija nijedne od njih.
- Uporediti strategijuas saa,: posto je 0>-1.2 i -1<0.4, ne postoji dominacijadn
posmatranim strategijama i nije mdgteliminacija nijedne od njih.
Medusobno poréenje kolona matrice ptanja:

- Kolone matriceb, i b; su m@usobno vé uporetivane Sto zn& da ne postoji vise
nijedna dominanta strategija bilo kog iggai redukcija je zavrSena. Matrica
placanja je redukovana na dimenzije 4x2, kao Sto jeagdno u tabeli I-24.

Tabela I-24. Redukovana matrica

Matrica plaéanja b2” 'gra cb3
a1 -2 1

ligrag 9 2 2
as 0 -1
ay -1.2 0.4

b) Posto je igra dimenzija 4x2, potrebno je najpreedili optimalnu strategij@® za
igraca Il. Vrednost igre se nalazi u granicamav<ll. ReSavanje igre zagiaje
definisanjem sistema nejediirza:

C(a,Q) =-20, +q3 <V C(a,,Q) =-2+3g; <V
C(a,,Q) =20, -2g, <v — C(a;,Q)=2-4g, v
C(a3,Q) =-0; v C(a;,Q) =-gg<v
C(a;,Q) =-12q, + 04q; <V C(a,,Q)=-12+16q; <v
q,+0; =1=0, =1-q; 0<qg;=<1

Sistem nejedndna se svodi na sistem jediir@a i prikazuje grafiki, kao na slici I-8.
A

C(a,Q)

)

~

Cla,0)

\ 4 //=C(a4,Q)
e
-1 -

C(a;,Q)

3 : C(a,,0)
Slika I-8. Grafiki prikaz reSenja za igea Il

Sa slike se vidi da je minimalni od svih maksimalgubitaka odréen presekomcg’, v')
pravih C(a;, Q), C(a;, Q) i C(as, Q). Za nalaZenje koordinata ovog preseka dovoljno je
izradunati presek npr. pravii(a;, Q) i C(ay, Q):

2+3p=2-4 — G =47, q =3/7.
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Vektor optimalne meSovite strategije za igral je: Q'=(cu , 02, & , G4 ) = (0, 3/7, 417, 0).
Vrednost igres” = -2 + 3 = -2 + 34/7=-2/7.

Igrat | na osnovu slike 4.6.2.1. zakijuje da, posto j€(as, Q)< V', u optimalnoj strategiji
P’ on ne treba da igra strategis tj. ps=0, pa se matrica svodi na:

Tabela I-25. Matrica za igta |

. . Iligra ¢
Matrica plaéanja b by
a1 -2 1
ligra¢ A 2 -2
ay -1,2 0,4

Posto jeC(a;, Q) = C(a,, Q) = C(as, Q') =V, igra® | ima viSe optimalnih strategija, koje se
mogu n&i na sledéi natin:

Sluaj 1. ps =0, ps =0

Matrica plaéanja b2” igra cb3
ligraé & 2 1
grac & | 2 2
C(P,b,) =-2p, +2p, =V’ 2-4p, =-2+3p,
C(P,bg):pl—ZpZZV* = P =47, p, =37
ptp,=1=p,=1-p, P =4/7,3700); v=-2/7
Sluaj 2. ps =0, p, =0 _
Matrica plaéanja b Il igra cb3
2
ligra¢& 8 2 1
g a | 12 | 04
C(P,b,) =-2p, - 12p, =V’ ~12-08p, = 04+ 06p,
C(P,b;) = p, + 04p, =y = p, =-14/16<0
ptp,=1=p,=1-p, Nedopustig re$enje
Sluaj 3. ps =0, p, =0 _
Matrica plaéanja b2” igra cb3
ligraé & 2 -2
grac a, | 12 | 04
C(P,b,) =2p, -12p, =V’ ~12+32p, = 04~ 24p,
C(Pby)=-2p, +04p,=v’ = p,=2/7, p, =57
p,tp,=1=p, =1-p, P" = (02/705/7); v=-2/7

Sve optimalne strategije igfa | imaju oblik:P" =A-P"" + (1-A)P" ", 0<)A<1.
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Komentar reSenja. Igrac 1l ¢e u 3/7 sldajeva igrati drugu, a u 4/7 shjeva tréu
strategiju, pricemuce ostvariti dobit od 2/7. Prvi iggdma dva bazina optimalna reSenja.
Njihovom konveksnom kombinacijom mozemo dobiti bmskno mnogo optimalnih
strategija (uzimajéi razne vrednosti za paramefgrdefinisanih kad®” = (4. /7, 2/74J7,
0, 5/7 -5./7), za svaka.[1[0,1]. Bez obzira koju strategiju da izabere pgrek gubi 2/7.

c) Prema strategiji pod B)° =A-(4 /7,3 /7,0, 0) + (1) - (0 217, 0, 5/7) = @17,
2/7+\J7, 0, 5/7 -5./7) ako treba da bude zadovoljen ugev=p, tadal treba da
zadovolji sledéi uslov:

A\ /7 =5/7-8./7 = 5L /9.

Za ovu vrednosh optimalna strategij@  dobija oblikP* = (20/63, 23/63, 0, 20/63), a
optimalna strategij® ostaje ista kao pod b). Vrednost igre id&ostaje nepromenjena.

d) Matri¢na igra je ravnopravna ako ye = 0 (niko ne dobija niti gubi). Ukoliko se
problem ponovo reSava po drugom igralobte se:

. -~ Iligra ¢
Matrica plaéanja by by
ar -2 1
ligra& & 2 2
as 0 -1
A -1,2 3
C(a,Q)=-20, +gs <V C(a,Q) =-2+3q; <V
C(a,,Q) =29, -2g; <v - C(a;,Q) =2-4q; v
C(a3,Q) =-g3<v C(a3,Q)=-q3=v
C(a;,Q) =-12q, +Cy3t3 <V C(a,,Q) =-12+(c,s +12)q; <V
q,+0; =1=0, =1-q, O<qg;=1

Na slici I-9. se vidi da prav&(a,,Q) prolazi kroz t&ku (0O; -1,2), a njen pravac zavisi od
vrednosti gg. Neki moguéi pravci praveC(a,,Q) su prikazani isprekidanim linijama.
Ocigledno je dace, ako pravaC(a,,Q) prolazi kroz presek prav€(a,,Q) sa apscisom,
optimalna strategijag; biti odretena ovim presekom, & ¢e biti jednako 0 (videti
podebljane linije na slici). Zato se vrednagfizratunava na sleden&asin:

C(az,Q) =2 - 4:]3: 0= U= 1/2
Sto zn&i da C(ay,Q) treba da prée kroz t&ku (1 /2, 0), tj. da vazi:

C(a47Q) = _112 + 643 + 112) 12 = 03 _1/2a43 = _016:> Au3 = 112

S
S:A
|}
1
0
Q) T

C(a,, C(a;,0)
-2

C(a,,0)

Slika I-9. Matrina igra sa parametrom
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Optimalna strategij®" za igr&a Il zaa,; =1,2 ima oblik:
Q=@ . g, a)=(0 1/2, 1/2, 0), dok je vrednost igre= 0.

Posto suC(a,,Q) <v i C(as,Q) <V, igras | u optimalnoj strategijP” odbacuje strategije
aiag tj. p; =ps =0, tako da sada imamo situaciju koja je prikazarabeli I-26.

Tabela I-26. Redukovana matrica ¢daja

. . Iligra ¢
Matrica plaéanja
p ) b, bs
ligrag 8 2 -2

grac a | 12 | 12
C(P.b,) =2p, -12p, =V’ -12+32p, =12-32p,
C(P.by)=-2p, +12p,=v" =  p,=38, p, =58
P+ P, =1=p, =1-p, P"=(03/805/8); v=0

Optimalna strategij®" za igr@a | zaa,; =1,2 ima oblik:
P =, p.ps.ps) = (0, 3/8, 0, 5/8), dok je vrednost igre= 0.

4.7. ReSavanje matrnih igara primenom LP

Svaka kon&na antagonistka matréna igra moze biti reSena primenom linearnog
programiranja. Time su reSene te&kareSavanja matmih igara sa matricom
placanja véih dimenzija. Ovdetemo pokazati kako se antagorikti matréna
igra svodi na par dualnih problema linearnog progranj. U svojoj knjizi
“Linearno programiranje i proSirenjaG. Dantzig je 1951. godine dokazao vezu
izmedu matrenih igara i linearnog programiranja.

Za formiranje odgovarafih matematikih modela polazi se od antagonikge
matricne igre koja je definisana matricom ¢daja (2.1.1). Pretpostavlja se da su
svi elementi matricey pozitivni (ovo se moze uvek obezbediti), 8&oobezbediti
da vrednost igrg, takaie, bude pozitivna.

Posmatramo najpre igraA. Njegova optimalna strategifa odlikuje se osobinom
da njome on dobija najmanje vrednost igtebez obzira na to koju strategiju
odabere igraB. Tako, ako igr&a B bira prvu strategij@, = {1,0,...,0}, a igr& A
optimalnu strategiji® = {p,, ...,p}, onda srednja vrednost dobitka iggah iznosi

E(P’, Q1) = aup: +axPz + ... +a8mPm.

Kako ova srednja vrednost ne moZe biti manja od vr&drgre v, dobijamo
nejedndinu:

E(P*, Qi) =aup: + &P, + ... +ampPm= V.

Slicne nejednéne dobijamo i za sve ostale strategije égrd, tako da one
formiraju sledéi sistem nejednana:

dapzv, 51,2, .0 (4.7.1)

i=1
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Ovom sistemu nejedtima treba dodati i uslove koje moraju zadovoljiti
verovatnée p;:
p=0, i=1,2,... m (4.7.2)

i p =1 (4.7.3)

Kada sistem nejedtima (4.7.1) i jedné&nu (4.7.3) podelimo sa vrednsyv igre,
dobija se:

> Paz1, j=1,2,..n (4.7.4)
=R
s =}- (4.7.5)

ERA A

Uvode€ii u izraze (4.7.4) i (4.7.5) sle¢le smenu:
Pooyizt2,0m (4.7.6)
\

dobija se:
>yiag; 21, j=1...n (4.7.7)
i=1
Dy, =3 (4.7.8)
i= v

Kako jev>0 i p; = 0 za svaka, to¢e i nove promenljive; sigurno biti nenegativne,
tj. vazice:

yi=0, i=1,.,m (4.7.9)
Analiziramo sada jediau (4.7.8). Igré A nastoji da svojom strategijom Sto viSe

povea vrednost igrer. On ¢e to positi ako u jednaini (4.7.8) Sto viSe smaniji
njenu reciproénu vrednost M, odnosno

min >y, = 1 (4.7.10)
i=1

maxv

Polazéi od matematikog modela maténe igre za igréa A, dobijaju se svi
elementi modela linearnog programiranja. Potrebno je daisinizira vrednost
funkcije kriterijuma:

o= (4.7.11)
i=1
uz ograntenja (4.7.7) i (4.7.9). Ovaj linearni model moZe se |edSiti. Njegovim

reSavanjem dobijamo vrednost promenljivinkao i vrednost funkcije kriterijuma
0o Nakon toga, na osnovu (4.7.8), najpre se odredinag matiine igrev (kao
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recipr@éna vrednost utdrene vrednosti funkcije kriterijumao), a zatim se iz
jedn&ina (4.7.6) odrede i komponente vektora optimalndegiije igra&a A:
p=vy,i=1,..m

Na sl¢an n&in formiramo linearni model i za igta B. Njegova optimalna
strategijaQ ima osobinu da on njome gubi najvise vrednostygkez obzira na to
koju strategiju odabere igt@. Od aekivanih srednjih vrednosti gubitaka i¢geeB
za pojedingiste strategije igr& A formira se sled# sistem nejednigna:

daqg v, i=1,2,..m (4.7.12)
i=1

kojima dodajemo i uslove koje moraju zadovoljiti verovéang:
g=0, j=1,...n (4.7.13)
n

M

q, =1 (4.7.14)

j=1
Kada sistem nejediima (4.7.12) i jedné@nu (4.7.14) podelimo sg dobijamo:
D a q—vjsl i=1,...m (4.7.15)

n .
Z& -1 (4.7.16)
S vV
Uvode&ii smenu:
q; .
T’=xj, i=1,2,..n (4.7.17)

U izraze (4.7.15) i (4.7.16) dobija se slédmearni problem:

n
Dayx <1, i=1,...m (4.7.18)
=1
n
DX, :\—1/. (4.7.19)
=1

Kako jev > 0 i verovatnée g; = 0 za svakg, to ¢e i promenljivex; sigurno biti
nenegativne, tj.

=20, j=1,.,n (4.7.20)
Sada analiziramo jedéiau (4.7.19). Igra B nastoji da svojom strategijom Sto je

mogute viSe smanji vrednost igre On ¢e to positi ako u jednéini (4.7.19) Sto
viSe povéa recipr@nu vrednost M, odnosno:

n

1

max® X, = — (4.7.21)
;J minv

48/58



mr lvan Jovanoyj, dipl. ing. Dodata

Tako smo, na osnovu matentattlg modela maténe igre za igréa B, dobili sve
elemente za model linearnog programiranja. Trelwgr maksimalnu vrednost
funkcije kriterijuma

2=).x (4.7.22)

uz ograntenja (4.7.18), (4.7.20). Kada reSimo ovaj lineamaidel, kao optimalno
reSenje dobijamo vrednost promenljivi i odgovarajdu vrednost funkcije
kriterjumaz, Nakon toga, poma jedn&ine (4.7.19) odredimo vrednost mairé
igre v (v = 1/%), a zatim poméu jedn&ine (4.7.17) odredimo i komponente
vektora optimalne strategije igiaB:

g=v% j=1...n
Lako se moZze videti da su oba linearna modela, mja koristili za izréunavanje
optimalnih strategija dva igéa, mefusobno povezana i jedan drugom su dualni.
Time smo pokazali da se reSavanje antagékestmatréne igre moze svesti na
reSavanje para dualnih problema linearnog progejar Ranije smo videli da nije
potrebno reSavati oba linearna modela. Dovodadbiti da reSimo jedan od modela
jer to reSenje sadrzi i reSenje njegovog dualnodetzo
Primer 4.7.1. Potrebno je da se reSi maira igra dva igréa, koja je odréena matricom
placanjaA.

A=

H 0O N
W w u
b

Resenje.Lako se moZe utvrditi da matrica nema sedlastkutaDonja vrednost igre j& =
max min & = 3, a gornjéy = miny max a; = 5, pace se vrednost igre nalaziti u granicama
3<v<5. To znd&i da se reSenje igre nalazi u domenu meSovitihegija. Verovatnée
izbora pojedinih alternativa oz&idéemo sg,, P, i ps za igr&aAi sad;, ¢, i gz za igr&a B.
Odgovarajdi matemattki model za odréivanje optimalne strategije za igemA ima
sledé€i oblik:

2p; +8pp +Ap3 2 v,

Sp1+ 3o+ 3p3 2V,

4p+ pr+ G2,

PL+ P2+ ps= 1, (4.7.23)
p=0,i=1,2,3.

Matemattki model za odrdivanje optimalne strategije igta B ima sledé oblik:

20, + 5 + Az <V,

8p+3p+ PGV,

49, + 30, + 60z <V,
G+ O+ Oz =1, (4.7.24)

G20, j=1,23.
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ReSenja se traze pomo modela linearnog programiranja. Zato je potrelbonirati
odgovarajde linearne modele. ReSa&emo samo model (4.7.24). PoSto ovaj sistem
podelimo sav i uvedemo smenu:

% Q% % _
vor oy T T

dobijamo sled& model linearnog programiranja:
max Zp =X + X + Xs,
2+ 5+ <1,
8x; + X+ x3<1,
I + A+ 631,
x 20,j=1,2,3.

Ovaj problem moZemo resiti bilo kojim algoritmonmgileks metoda. U tabeli I-27. dato je
optimalno reSenje ovog problema.

Tabela I-27. Optimalno reSenje primera 4.7.1.

C 1 1 1 0 0 0
Co Xp B X1 Xo X3 X4 X5 Xs
1 Xz 9/71 0 1 0 22/71 2/71 -15/71
1 X1 5/71 1 0 0 -15/142 9/71 7/142
1 Xs | 4/71 0 0 1 -6/71 -7171 17171
Fi-G 18/71| O 0 0 17/142 4/71 11/142
Iz tabele se vidi da je reSenje primarnog problema:
5 29 o4
“TIp RTIr RTh

a odgovarajéa vrednost funkcije kriterijumz = 18/71.
Iz tabele se, takte, vidi i reSenje dualnog problema:
y, = 17 y, = 4 y, = 11
Y14z 271 B4l
sa vredno& funkcije kriterijuma g= z,= 18/71.

Na osnovu reSenja primarnog problema ddjemo optimalnu strategiju za g B.
Najpre odrdujemo vrednost igre:

z, 18
a zatim i verovatnée oj;:
715 5
=y = —=—,
% =V 1871 18
719 9
=v [k = —=—
% 2 1871 18
714 4
=YK, =——=—,
% ® 1871 18

Optimalnu strategiju igk& A odreiujemo na osnovu reSenja dualnog problema:
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—uw—ll”—ﬂ
Py ' 1814z 36’

714 8
:V :77:7,
P. =V, 18 71 36

7111 11
=3 = — = —.
Ps =V 1814z 36

Primer 4.7.2. Na osnovu dosadaSnje velike potraznje aranZmafet@aanje u Bugarskoj,
putnicka agencija XYZ, odlwila je da za nastupaju sezonu, svojim Klijentima, ponudi
letovanje na Crnom moruXyYZ' treba da ugovori letovanje po Sto povoljnijim eema u
sled€im mestima: Nesebar, Stev Breg, PomorieCernomorec, Kiten i Sozopol. Zadatak
ove putnéke agencije je da u jednom ili viSe letovaliSta zilEli 100 leZajeva po smeni, u
postoj&im kapacitetima, za period: Jun, Jul i Avgust. Qiigator iz Bugarske, kao
odgovor na zahteve, moZze da predlozi 100 lezajevasmeni u sledém smeStajnim
kapacitetima: hoteliA kategorije, hoteliB kategorije, privatni smestaj i bungalovi. U
zavisnosti od izbora letovaliSta i vrste smeStajganizator iz Bugarske je u maguwsti da
ponudi bonitete puttika agencija ,XYZ", na sledg nadin:

* za Nesebar:
9% popusta za hotele kategorije,
8% popusta za hotee kategorije,
4% popusta za privatni smestaj,
8% popusta za bungalove;

* za Sudev Breg:
7% popusta za hoteke kategorije,
2% popusta za hoteke kategorije,
6% popusta za privatni smestaj,
9% popusta za bungalove;

* ZaPomorie:
4% popusta za hoteke kategorije,
4% popusta za hotel kategorije,
8% popusta za privatni smestaj,
6% popusta za bungalove;

+ zaCernomorec:
2% popusta za hoteke kategorije,
7% popusta za hotee kategorije,
5% popusta za privatni smestaj,
4% popusta za bungalove;

» zaKiten:
5% popusta za hoteke kategorije,
3% popusta za hoteR kategorije,
3% popusta za privatni smestaj,
5% popusta za bungalove;

e za Sozopol:
3% popusta za hotele kategorije,
3% popusta za hoteR kategorije,
5% popusta za privatni smestaj,
9% popusta za bungalove.
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a) Postaviti model LP za organizatora iz Bugarske, W& snika u mattinoj igri i
reSiti ga simpleks tabelom;

b)

Koliki je bonitet za putniku agenciju XYZ ukoliko i ona i organizator iz

Bugarske izaberu optimalne strategije?

Pron&i optimalne strategije za putikiu agenciju XYZ i organizatora iz

Bugarske. U kojim¢e letovaliStima u Bugarskoj putika agencija XYZ
organizovati letovanje za narednu sezonu? Kejemestajne kapacitete i u kojim
letovaliStima organizator iz Bugarske ugovoritipgainickom agencijom“?

d) Problem resiti kori&njem programskog paketa ,LINDO*.

Resenje.

a) Podatke iz problema moZemo prikazati u tabelarnbiikw tabela I-28., gde su
vrednosti u matrici pkanja izrazene u %.

Tabela I-28. Matrica ptanja

Organizator iz Bugarske — igr& B
b b, bs by
< Hoteli A Hoteli B Privatni Bungalovi
) kategorije | kategorije | smesStaj
g a; | Nesebar 9 8 4 8
T | & | Suncev Breg 7 2 6 9
=§ ag | Pomorie 4 4 8 6
X | a4 | Cernomorec 2 7 5 4
" [ as | Kiten 5 3 3 5
3 | Sozopol 3 3 5 9

Za igr&a A je strategijea; dominantna u odnosu na strategiiy jer ¢e igra& A uvek dobiti
viSe ako odabere prvu strategiju u odnosu na fetz,obzira koju strategiju bira igr&
(svaki element matrice glanja u prvom redu je veod odgovarajtih elemenata u petom
redu). Prema tome, igraA odbacuje petu strategiju (Kiten) kao nepovoljnad& je, u
daljem razmatranju, Sozopol alternatagaNa ovaj nain je, postupkom redukcije, problem
matricne igre sveden sa dimenzija 6x4 na 5x4. U daljestypiku traZzimo optimalnu
strategiju kojac¢e za igréa A doneti minimalno mogii srednji dobitak, a za igéa B
maksimalno mogti srednji gubitak, kao Sto je prikazano tabelon®l-2

Tabela I-29. Odrdivanje sedlaste tke

Igra¢ B
(90) | (@) | (%) | (%) | min
bi | b, | by | by :
(P) |&a| 9 8 4 8 4
(P2 @2 | 7 2 6 9 2 L
S ) las| 4| 4] 8] 6] 4| maxmn=4
Sl)aul 2 [ 7[5 4] 2
= | (ps) |as| 3 3 S 9
max | 9 | 8| 8| 9
minmax=8
j i
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Kako u ovom sldgaju ne postojsedlasta teka optimalna strategija viSe nije u sistematskoj
primeni jedne strategije (alternative), ¢vse ona dobija kombinacijom primene viSe
strategija (alternativa) sa odgovagm verovatnéom, gde su:

- pi.predstavljaju verovatrie da je igra A izabrad-tu strategiju, i
- (.predstavijaju verovatde da je igra B izabrag-tu strategiju.

Vrednosti a; (u tabeli prikazane kao %) predstavijaju boniteslucaju da je igra A
izabraoi-tu, a igr& B j-tu strategiju. Vektori meSovitih strategija igasA i B se mogu
predstaviti kao:

A: P =P(pw, P2, P, Pa, Ps); gde je:py+ P2+ ps+ ps + Ps=1
B: Q=Q(d1, Gos Gs,0); gde jelu+ G+ G + Qs =1
Vrednost matkine igre se nalazi iznde 4 i 8, tj. 4<v < 8.

Matrica pla&anja se ne moze dalje redukovati na matircu dinjeer2zin, mx2 ili 2x2 kako
bi se primenio analitki ili graficki metod, te se matma igra moZze reSiti primenom
linearnog programiranja. Matem#ti model predstavljamo prema iga B (ukoliko
postavimo model prema igha A, problem se usloZnjava obzirom da se moraju uivodit
vest&ke i dodatne promenljive, posto su mu ogéanja tipa ") na sledéi natin:

Funkcijacilia: g+ +gs +g4=1

Ograntenja: 9y + 8 + 403 + 8u<v
T+ 20+ 6+ 9y <v
A + 4 + 8 + 6L<V
200+ 7 + 5+ 4gu<v
3+ 3+ 5+ 9 <v
4=0,j=1234
Posto ovaj sistem nejedfiaa podelimo sa dobijamo:

Funkcija cila; % 4+ % 4%, 9a 1
vV % Vv Vv Vv

Ograntenja: 9t +grfl + 4tk + 8% <1
14 14 14 14
7 o rprf 4ot g
14 14 14 14
4t gl vgifh 4 6% <
14 14 14 14
2t 47 45l 4 g% g
v 14 v 14
3ch 3l 45l % o
14 14 14 14

Uvodenjem smene: % ,&:x ,&: ,izx
” X , e, X3 ,
dobijamo sled&é matematiki model linearnog programiranja:
max F(X) =x3 + X + Xz + X;= 1
v
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Posto se izvrSi prilagtavanje modela za primenu simpleks metoda, dobija se

OX; + 8 + 44Xz + 8, < 1
TX1 + o + B3 + W< 1
Ak + 8o + Bz + 6x4< 1
2 + Tro + BXg + 4x4< 1
3X; + Ko + Bz + W< 1

X >0,j=1,2,3,4

max F(X) =X, + X + Xz + X4 + O X5 + X6 + X7 + Xg+ Xg)
9(1+ 8(2 +4X3 +8X4+X5

p.o.

X+ 26+ 6 + 9%

4 + Ay + &g + BXy
2X1+ 75(2 +5X3+4X4
M+ K + 5+ 9%

X >0,j=1,2,3,4..9

*Xs

+ X7

Kroz ¢etiri iteracije doSlo se do reSenja, prikazanobekama od 1-30. do 1-34.

Tabela I-30. P&etna Simpleks tabela ST 0

C 1 1 1 1 0 0 0 0 0 bj
o= —-
Cb Xp B X1 X2 X3 Xa Xs X6 X7 Xg Xg a“
0| x5 | 1 9 8 4 8 1|0 0 0 0 0.111 —
0 X5 1 7 2 6 9 0 1 0 0 0 0.143
0 X7 1 4 4 8 6 0 0 1 0 0 0.25(
0 Xg 1 2 7 5 4 0 0 0 1 0 0.50(
0 Xg 1 3 3 5 9 0 0 0 0 1 0.333
F,-G |0l 1] 1] 1] 1] o] o] o] o] o0

Iz tabele ST_O vidimo da u bazu ulazi promenljxaa izlazi promenljivaxs. Na osnovu
dobijenih rezultata formiramo novu Simpleks tab®lu 1, predstavljenu tabelom 1-31.

Tabela I-31. Simpleks tabela nakon prve itgeaSiT_1

C 1 1 1 1 0 0| 0] O o= bj
Co | Xp B X1 X2 X3 Xa Xs X6 | X7 | Xg | Xg aTj
1 |x/0111] 1| 0.889 0.444| 0.889] 0.11]1 ( D D 0.250
0 | X |0.222]| 0 | -422|2889|2778|-078] 1| 0| 0| 0| 0077 [—»
0 | Xx; | 0.556| 0| 0.444 6.222| 2.444 -044 Q 1 b O 0.089
0 | xg | 0.778] 0| 5.222 4.111| 2.222) -0.22 Q ( 1l 0 0.189
0 | Xg | 0.667| 0| 0.333 3.667| 6.333 -0.33 Q ( b 1 0.182
F-G | 0111 0| -0.11] -0.56| -0.11] 0.111 Qg Q ( D

f

Iz tabeleST_1 vidimo da u bazu ulazi promenljivg, a izlazi promenljivaxs. Na osnovu
dobijenih rezultata formiramo novu Simpleks tab®Tu 2, predstavljenu tabelom 1-32.
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Tabela I-32. Simpleks tabela nakon druge itgea8T_2

OOI—‘l o

C 1 1 1 1 0 0 0l 0] O b]-
0= —
Co | Xp B X1 Xo X3 X4 X5 Xe X7 | Xg | Xo aij
1| x [0077] 111538 0| 0462 0231 -01b D P DO 0.05
1| x3[0077| 0|-146| 1| 0962 -0.29 0346 D O D /
0| X, |0077| 0 | 9538| 0 | -3.54|1.231| -215| 1| O | O | 0.008
0| xg|0462| 0]11.23| 0| -1.73] 0.88% -142 0 1 D 0.04
0| X | 0385 05692 0| 2808 0.654 -12¢y D D il 0.06
Fi-G |0.154] 0]-092| 0] 0423 -004 0192 D © D

f

Iz tabeleST 2 vidimo da u bazu ulazi promenljivg, a izlazi promenljivax;. Na osnovu
dobijenih rezultata formiramo novu Simpleks tab®Tu 3, predstavljenu tabelom I-33.

Tabela 1-33. Simpleks tabela nakor¢aéteracije ST _3

C 1]11] 1 1 0 0 0 0| O b]-
0=—
Co | Xp B X1 | Xo | X3 Xa X5 Xe X7 Xg | Xo aij
1 |x,/0065 10| 0]|1.032(0.032|0.194| -0.16| 0| O | 0.333 —»
1 |x3/0.089] 0| 0| 1| 0419 -0.0{0.016| 0.153 O O 5.5
1 |x,[0.008| 0| 1| 0| -0.37 0.12| -0.23| 0.105 0] O /
0 | xg|0371| 0| 0| 0| 2.43% -0.5¢1.113| -1.18| 1| O] 0.333
0 | X | 0339 0| 0| 0| 4919 -0.0{ 0.016| -0.60f O 1 21
Fi-G |0.161) 0] 0] O] 0.081T 0.08 -0.02| 0.097] 0] O

f

1z tabeleST 3 vidimo da u bazu ulazi promenljivg, a izlazi promenljivax;. Na osnovu
dobijenih rezultata formiramo novu Simpleks tab®lu 4, predstavljenu tabelom I-34.

Tabela I-34. Simpleks tabela nakégtvrte iteracije ST 4

c 1 [1] 1] 1 o[ o] of of o
X1 Xo | X3 X4 X5 Xg X7 Xs | Xog
5167| 0| 0| 5333 016y 1 -083 p D
008 0| 1] 0333 008 J 0167 0 D
1167] 1| o] 0833 o016y G -008 p D
575| 0| o] -350] 078 d -025 1 0
008 0| 0| 4833 008 J -058 0 1
0.083| 0| 0| 0.167 0.083] 0 [0.083] 0 | O

Optimalno reSenje primarnog modelags 0.083;x:= 0.083;xs= 0.333;%s= 0; o= 0.333

Maksimalna vrednost funkcije cilja iznosinaxHx) = 0.167. Kako jenaxHx) =1/, dobija
se da je vrednost matrie igre:
|

V=e—m—mm7"7—
maxF(x) 0167
U model smo uveli smenu:
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9 - X, =1,2,3,4
14

iz koje odrelujemo da je:
g =v.%, j=1,2,3,4

odnosno:
L= VX = 5,988 0=0
0> = V-% =5.988 0.083 = 0,49% 0.5
03 = V-X3 = 5.988 0.083 = 0,49% 0.5
s =VXx=59880=0

paje:

Q*= (G, G, %, ) = (0; 0,5; 0,5; 0)

Optimalno reSenje dualnog problema yg=0,083; y,=0: y3=0,083;y,=0; ys=0. Posto je
izvrSena smena u matentkiimodel za prvog igr& u obliku:

Py iz12345
%

dobijamo da je:
P =Vy;, i=1,2,3,4,5

odnosno:
p: =V-y; = 5,988 0.083 = 0.49% 0,5
p.=Vy,=5,9880=0
ps = V-y; = 5,988 0.083 = 0.49% 0,5
Pa = Vy4 =5,9880=0
Ps = Vy5 =5,9880=0

paje:

P*= ( pll p2! p3v p4l pS) = (0151 015, 0, 0)
b) Bonitet koji putnéka agencija XYZ dobija, ukoliko se izaberu optimalne
strategije oba igka, je 5,988+ 6 %.

c) Da bi putntka agencija XYZ dobila maksimalno mogdu popust, treba da
ugovori sa organizatorom iz Bugarske 50% smestdfajtaciteta u Nesebaru i
50% smestajnih kapaciteta u Pomorju. Optimalnatesiiga za organizatora iz
Bugarske je da ugovori sa putkom agencijom XYZ 50% smestaja turista u
hotelimaB kategorije i 50% smeStaja turista u privatnom sajes

d) ReSavanje problema koéEnjem programskog paketa LINDO. lIzgled ekrana sa
postavljenim zadatkom je dat na slici I-10, a delip reSenje za primarni i
dualni modela sa uganom analizom osetljivosti na slici I-11.

File Edt Solve Reports Window Help

Dg=Eds oeeBE =8 RAB 2ES 2

2% <untitted> =(=1E3
max ®xl + =2 + 723 + =d A
Subject to

9x1 + Bx2 + 43 + §zd <=
Trl + 2x2 + Ex3 4+ 9md <=
4xl + 4=2 + 823 + 6md <=
2=l + 7=2 + Gxd 4+ dmd <=
3=l + IxZ + 53+ 9=i <=
END

Slika I-10 . Izgled ekrana sa postavkom zadatka
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Analiza osetljivosti. Pom@&u analize osetljivosti moge je odrediti u kojim granicama je
dozvoljeno povéanje i smanjenje diskretnih promenljivih, pod uslovda ndeno reSenje
ostane optimalno. Posmatrano sa slike 4.7.1.2. rdaz® zakljéi sledete:
- da se koeficijent 1, koji se nalazi uz promenljiiw funkciji cilja, moze povéati
za najviSe 0.083333 i smanjiti najviSe za 0.19)47
- da se koeficijent 1, koji se nalazi uz promenljiggw funkciji cilja, moZe povéati
za najviSe 0.594595 i smanijiti za najviSe 0.071429;
- da se koeficijent 1, koji se nalazi uz promenljkgw funkciji cilja, moZe povéati
za najviSe 1.000000 i smanijiti za najviSe 0.301887
- da se koeficijent 1, koji se nalazi uz promenljiw funkciji cilja, moZe povéati
za najviSe 0.115942 i smanijiti beskéna (do 0);
- da se koeficijent 1, koji se nalazi u | ogrgamju sa desne strane znakamoze
pove&tati za najviSe 0.657143 i da se ne moze smanijiti;

- da se koeficijent 1, koji se nalazi u Il ogréamju sa desne strane znakamoze
povetavati do beskorimosti i smanijiti za najviSe 0.333333 ;

- da se koeficijent 1, koji se nalazi u Ill ogr&emju sa desne strane znakanoze
pove&iati za najvise 0.315069 i da se ne moze smanijiti;

- da se koeficijent 1, koji se nalazi u IV ogré&mju sa desne strane znakane
moZe poveéati i da se moZe smanijiti najvise za 0.370968;

- da se koeficijent 1, koji se nalazi u V ogr@mju sa desne strane znakamoze
povetavati do beskoriosti i da se moze smanijiti najviSe za 0,333333.

LP OPTIMUM FOUMD AT STEP 3
OBJECTIVE FUNCTION VALUE

YARIABLE
et
i3 08333 0000000
i 0.000000 00115942
ROV SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
2 0.000000 0.072464
ks 0222222 200008
4) o.000000 0.079710
5) o.000000 0.014493
6 00333333 0.000000
O ITERATIONS= 3

RANGES TN VHICH THE E&SIS IS UHCHANGED
OBJ COEFFICIENT RANGES
OHABEL!

VARIAELE CURRENT ALLOWA ALLOVABLE

COEF IHCREASE DECREASE

X1 1.000000 0.083332 0.190476

X2 1.000000 0.59459¢ 0.071429

3 1.000000 1.000000 0.301287

i 1.000000 0.115942 INFINITY
RIGHTHAND SIDE RAHGES

ROUW CURRENT ALLOWABLE ALLOVABLE

RHS THCREASE DECREASE

2 1. 000000 0. 657143 0. 000000

El 1. 000000 INFINITY 0333333

4 1. 000000 0. 315069 0. 000000

B 1. ao00pon 0000000 0 370968

3 1 000000 TIRFINITY 0 333333

Slika I-11. Izgled ekrana sa reSenjem i analizoetlpgosti
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Zaklju¢ak. Nakon prorguna poméu Simpleks tabela i kod&njem aplikativnog programa
LINDO, dobijena su ista reSenja. Ona tpju na zakljdak da bonitet koji putdka
agencija XYZ dobija, ukoliko se izaberu optimalne strategifgadgraa, iznosiv = 5,988

~ 6 %. Da bi putrika agencija XYZ dobila maksimalno mogupopust, treba da ugovori
sa organizatorom iz Bugarske, 50% smesStajnih kégiacu Nesebaru (50 lezajeva) i 50%
smestajnih kapaciteta u Pomorju (50 leZajeva).

Optimalna strategija za organizatora iz Bugarskegeugovori sa putskom agencijom
“XYZ 50% smestaja turista u hotelirBakategorije (50 leZajeva) i 50% smeStaja turista u
privatnom smestaju (50 leZajeva).

Od ovako organizovanog letovanja, u Nesebaru tuglosoriti 25% leZajeva u hotelima B
kategorije i 25% lezajeva u privatnom smesStaju fkdpno zahtevanog broja lezajeva) i u
Pomorju takde treba ugovoriti 25% lezajeva u hotelima B katggar 25% lezajeva u
privathnom smestaju, kao Sto je prikazano u tabas.|

Tabela I-35. Nan organizovanja letovanja za predstéjesezonu

Igra¢ B

(@=0) | @=0,5)| @=0,5) | @=0)

bl bZ b3 b4
< [(p=05) | & - 25 25 - 50
o | (p=0) a - - - - -
5 [(=05) | a - 25 25 - 50
(p=0) | a | - : : — -
(p=0) | a | - : : -
Y - 50 50 - 100
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