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1. BROJNI SISTEMI I PREVODENJE BROJEVA

Za zapisivanje brojeva koriste se brojni sistemi — skupovi znakova (simbola) i
pravila njihovog koris¢enja prilikom predstavljanja brojeva. Znaci koji se koriste za
predstavljanje brojeva nazivaju se cifre ili brojke.

Digitalni radunar operi$e samo sa brojevima. Nadin na koji maSina manipuliSe
ovim brojevima zavisi od toga §ta ovi brojevi predstavljaju (sami sebe, druge brojeve
ili alfa-numeri¢ke znakove) i u kojem su obliku oni predstavljeni. Dizajn centralne
procesorske jedinice, tj. dela racunara koji manipuliSe svim aritmetickim i logiCkim
operacijama, se ne moZe realizovati bez poznavanja forme u kojoj se brojevi
predstavljaju od strane masine. Sta vise, ova forma moZe da bude drastiéno razli¢ita
od oblika u kome se ti brojevi prezentiraju operatoru, pa je zbog toga neophodno
obaviti neku vrstu konverzije u ulazno/izlaznom delu raunara.

U ovoj glavi ¢emo ukazati na razliite naline prezentacije brojeva i drugih
veliina u racunaru, kao i konverziju izmedu razliCitih brojnih sistema.

1.1. Sustina brojnog sistema

Neka je C={c,.¢..c.,} konaan skup znakova koji sluZe kao cifre nekog
brojnog sistema. Brojevi u ovom brojnom sistemu predstavljaju se kao nizovi
konaéne duZine nad azbukom C, oblika

€, 403 ORI O 1500 (1.1)
Indeks koji je pridruzen nekoj cifri naziva pozicija te cifre u zapisu (1.1).
Svakom takvom nizu stavlja se jednozna¢no u korespodenciju koli¢ina (brojna
vrednost) prema unapred usvojenim pravilima:
Svakoj cifri se posebno dodeljuje neka jednoznacna brojna vrednost.

Ukupna brojna vrednost koju oznaéava ovakav zapis izraCunava se na osnovu
vrednosti cifara u svakoj poziciji, prema nekoj odredenoj funkciji. Ova funkcija je
naj¢escée sumiranje, ali se mogu sresti i neki drugi slu¢ajevi.

Zavisno od nadina na koji se odreduju brojne vrednosti cifara razlikuju se dva
slucaja:

e Vrednost koja se stavlja u korespodenciju svakoj cifri u zapisu broja ne zavisi
od pozicije u kojoj se ta cifra nalazi. Takvi brojni sistemi se nazivaju
nepozicioni brojni sistemi.

e Vrednost koja se stavlja u korespodenciju svakoj cifri u zapisu broja zavisi od
pozicije u kojoj se ta cifra nalazi. Takvi brojni sistemi se nazivaju pozicioni ili




tezinski brojni sistemi. To znai da u pozicionim brojnim sistemima ista cifra
oznaCava razliCite brojne vrednosti, u zavisnosti od njene pozicije u zapisu
broja.

Kao primer nepozicionog brojnog sistema navodimo rimski brojni sistem. U
broju XXX, koji je zapisan u rimskom brojnom sistemu, svaka cifra oznacava istu
vrednost 10, nezavisno od njene pozicije. Osim toga, funkcija za izraunavanje
ukupne vrednosti u ovom brojnom sistemu nije samo sabiranje, ve¢ to moZe biti i
sabiranje i oduzimanje. Oduzimanje se primenjuje ako se u zapisu broja, gledano
sleva udesno, cifra sa manjom vredno3¢u nalazi ispred cifre sa ve¢om vrednodéu. Na
primer, prilikom izraGunavanja vrednosti koja odgovara broju CXLIV, vrednosti
cifara C, L i V' se sabiraju dok se vrednosti cifara X i / oduzimaju, tako da je ukupna
vrednost pokazana ovim zapisom jednaka 144.

Kod pozicionih brojnih sistema, pored vrednosti cifara potrebno je zadati i
vrednosti teZina ¢, u svakoj poziciji i = (0, +1, +2, ...). Broju koji je zapisan u obliku

(1.1) odgovara brojna vrednost 4= "Zd:c‘, 7

Kako je zadavanje teZina za svaku poziciju nemoguée, u praksi se koriste
brojni sistemi u kojima se vrednost teZina zadaje kao funkcija rednog broja pozicije.
Neka je dat brojni sistem sa r razliitih cifara. Broj razli¢itih cifara r kod ovakvih
brojnih sistema naziva se osnova ili baza brojnog sistema. Ako se tezine ru svim

pozicijama i brojnog sistema sa osnovom r odreduju prema pravilu

L=Fred=0111t7 "
takav brojni sistem se naziva prirodni brojni sistem.
Brojni sistem odreduju sledeci elementi:

1. Skup (numeriCkih) vrednosti cifara. Sa D; obeleZavamo skup vrednosti koje
uzima cifra c;, a sa |D;| broj elemenata skupa D;. U decimalnom brojnom sistemu vaZi
D;={0,1,2,3,4,5,6,7,89},|D|=10,i=-m, ..., n- 1.

2. Pravilo interpretacije. Red je o prawlu preslikavanja skupa vrednosti
vektora cifara u skup brojeva.

Skup brojeva predstavljenih vektorom cifara u obliku (1.1) je konacan skup sa
najvise

H—1
K= HI D; |
elemenata, jer je ovo najveéi broj razli¢itih vrednosti vektora cifara.
(Primer: zaD; =D, i=-m, ..., n- 1 vazi K= [D|""")
U opstem slucaju, razlikujemo dve vrste brojnih sistema:

Neredundantan brojni sistem: u nemu svaki vektor cifara predstavlja razligit
broj (preslikavanje 1:1).




Redundantan brojni sistem: u njemu moZe postojati viSe razli€itih vektora
cifara koji predstavljaju isti broj.

Klasifikacija brojnih sistema sa osnovom
U brojnim sistemima sa osnovom (eng. radix) vektor teZina
T= {ty1, ..., to, -1, -y tm} S€ nalazi u sledeCem odnosu sa vektorom osnova
R={R.1, ..., Ro, Rty v Rm}:
= ti-t Ria,

§to se svodi na

i=1
to=1, ti=T[R,, i=lewn-1; &= HR G e T P

Jj=0 j=0

Prema elementima u vektoru osnova, brojni sistemi se dele na brojne sisteme sa
fiksnom i sa meSovitom osnovom.

1. Fiksna osnova: svi elementi vektora osnova R imaju istu vrednost r. Vektor
teZina T je tada jednak T= {#*', ¥"?,..., 21, ., ™), a pravilo preslikavanja:

A=lz_lcjt,

f=—m

2. Mesovita osnova: elementi vektora osnova su razli¢iti. Primer za ovakav
brojni sistem moZe biti predstavljanje vremena vektorom cifara

(<sat>, <minut>, <sekunda>).
Vrednosti za vektor osnova i vektor tezina su R = (24,60,60); T =(3600,60,1).

1.1.1. Pozicioni brojni sistemi

Naijcesce se koriste slede¢i pozicioni brojni sistemi:
r=10,D={1,2,3,4,5,6,7,8,9}: decimalni (eng. decimal, skraceno dec.)
r=2 D= {0,1}: binami (eng. binary, skraceno bin.)
r=8,D=1{0,1234,5,6,7}: oktalni (eng. octal, skraceno oct.)

r =16, D = {0,1,2,3,4,5,6,7,89,4,8,C,D,E,F} heksadekadni (eng. hexadecimal,
skraceno /iex.)

Za predstavljanje brojeva u ragunaru koristi se binarni brojni sistem, a oktalni 1
heksadekadni su pogodni za "skraéeno" zapisivanje binarno predstavljenih brojeva.

Ljudi koriste pozicioni dekadni (decimalni) brojni sistem. To znaci da se za
osnovu raéunanja koristi broj 10, a kao cifre 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9. Niz cifara
12573 predstavlja broj

1*¥10* +2*10° + 5*10% + 7*10" + 3*10°.

Decimalni brojni sistem nije ni bolji ni lo8iji od nekog drugog pozicionog
brojnog sistema. Koristimo ga iz istorijskih razloga, a u upotrebu je uSao veoma




davno, najverovatnije zbog deset prstiju na rukama. Postoje zabeleske i o brojnim
sistemima sa osnovom 20. Kako su se, recimo u Mezopotamiji, dosetili da koriste
sistem sa osnovom 60 teSko je pretpostaviti.

Uopsteno, ako radimo sa brojnim sistemom sa osnovom b, onda se kao "cifre"
koriste brojevi iz skupa {0, 1, ..., b-1}, a nizom "cifara" awar1ax2 ... @1@0 Sistema sa
osnovom b predstavljen je sledeci broj: -

k-
ay ® b + Q¥ A a*b + ao*b’:

Kod pozicionih brojnih sistema, razlomljeni brojevi se predstavljaju vektorom
od m+n cifara, pri éemu je svakoj cifri pridruZena feZina saglasna njenoj poziciji u
vektoru.

Svaki pozicioni brojni sistem karakteriSe se osnovom brojnog sistema r (ona se
oznacava i sa N ili B). Cifre brojnog sistema sa osnovom r uzimaju vrednosti iz skupa
{0, 1, ..., r- 1}. Neka je neki broj 4 predstavljen slede¢im nizom od # cifara:

A =Cp1 Cpasi € Cos (1.2)

gde jec;€{0,1,..., r-1},0< i<n-1, tada se vrednost broja 4 moZe odrediti kao

Al =coar™ +cpar" + .. +ar'+er’, (1.3)

odnosno

n-=1

| 4] = ch.r".

Osim za cele brojeve, ovo se moZe primeniti i za razlomljene brojeve.
Vrednost broja

A= 0 06,000l (1.4)

jednaka je

IAE =CpaF il £ ("1'1-2"'J'1-2

2

+ . ter'ter®terttear? 4+ Lt pr™”

Ser (1.5)

Iustracije radi, broj 473.9 se interpretira kao numeri¢ka vrednost
4*10%+ 7*10' +3*10°+ 9%10" = 473.9.

Razligiti stepeni broja 10 koji se koriste kod ove interpretacije, ukazuju na
pretpostavku da je broj 413.8 napisan kao decimalni broj, ili broj napisan u brojnom
sistemu sa bazom 10. Baza brojnog sistema poznata je i kao osnova tog sistema.
Osnova (base ili radix) brojnog sistema je broj simbola u sistemu.

Primer 1.1. Decimalni brojni sistem ima deset simbola 0, 1, 2,..., 9, tj. ima 10 cifara. Svaka cifra
decimalnog sistema je 10 puta znaéajnija od prethodne pozicije. Na primer posmatramo decimalni broj 3432:
3432
A ‘ 4  pozcija 0, tezina 10°
L pozicija I, teZina 10’
pozicija 2, teZina 10°

pozicija 3, tezina 10°




Uo¢imo da decimalna ciffa 3 na poziciji 3 ima razli¢itu vrednost od 3 na poziciji 1. Radi se o
vrednostima 3*10? i 3*10", respektivno.

Vrednost dekadnog broja odreduje se mnoZenjem vrednosti svake cifre u
zapisu broja vredno$éu pozicije na kojoj se javlja cifra, a nakon toga vr$i se sabiranje
proizvoda. Shodno tome, broj 3432 se interpretira kao

3*10° +4*10% +3*10' +2*10° =3432

U konkretnom sluéaju, krajnja desna cifra je cifra najmanje tezine (LSD - least
significant digit), a krajnja leva cifra je cifra najvece tezine (MSD - most significant
digit). Za decimalni razlomak N=0.6341 dobija se sledeca numericka vrednost:

N=6%10" +3*10> +4*10” +1*10™*.
Osim dekadnog, postoje i drugi brojni sistemi koji se mogu prakti¢no koristiti.

U radunarskim sistemima se, osim decimalnog brojnog sistema, najceSce
koristi binarni brojni sistem (r = 2), oktalni (r = 8) ili heksadecimalni (» = 16) brojni
sistem.

U principu, osnova brojnog sistema moZe biti bilo koja: 7, 11, -3, ili ¢ak
iracionalan broj kakav je m ili e. Ipak, obi¢no se za brojnu osnovu sistema uzima
pozitivna celobrojna vrednost. Kada se broj napiSe u sistemu sa brojnom osnovom
razli¢itom od 10, praksa je da se posebno naglasi o kojoj se brojnoj osnovi radi.
Standardno se to oznadava tako S§to se broj stavlja u zagrade, a nakon desne zagrade
se napiSe indeks koji ukazuje na bazu. Na primer

(1230)s = 1¥4° + 2%4% + 3%4' + 0*4°,

§to je ekvivalentno broju 108 u dekadnom brojnom sistemu. Analogno je u sistemu sa
osnovom 7.

(364.213); = 3*7% + 6*7' + 4%70 + 2%771 4 1*72 4+ 377,

Heksadekadni brojni sistem je sistem sa osnovom 16. Kao cifre u ovom
sistemu se, prema tome, koriste brojevi iz skupa {0, 1, 2,3,4, 5,6, 7, 8, 9,10, 11, 12,
13, 14, 15}. Postojanje “dvocifrenih cifara” stvara mali tehnicki problem, jer se, na
primer, iz zapisa (911);s ne vidi da li se radi o dvocifrenom broju (9 11);6 ili o
trocifrenom broju (9 1 1)6. Zato je uvedena konvencija da se cifre 10, 11, 12, 13,
14 i 15 oznade slovima 4, B, C, D, E i F , redom. Na taj nacin, skup cifara
heksadekadnog brojnog sistema je {0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9,4,B,C,D, E, F }.

1.2. Prevodenje brojeva iz jednog brojnog sistema u drugi

Zadat je broj X u sistemu sa osnovi ry. Potrebno je nadi predstavljanje tog broja
u sistemu sa osnovom r;.

Brojni sistem koji ¢ovek najcesce koristi je decimalni sistem. Decimalni brojni
sistem nije pogodan za kori§¢enje od strane racunara. Racunari rade mnogo efikasnije
sa podacima koji su zapisani u binarnom brojnom sistemu. S obzirom da za racunare
nisu pogodni decimalni brojevi, a ljudi nisu naviknuti na binarne brojeve, potrebno je




ostvariti neki vid konverzije izmedu ovih brojnih sistema koja c¢e predstavljati
interfejs izmedu ¢oveka 1 maSine.

Generalno, razlikujemo dva postupka prevodenja broja iz brojnog sistema sa
osnovom r; u brojni sistem sa osnovom r,. Jedan je kada se operacije izvrSavaju u
brojnom sistemu sa osnovom 7, (tj. ciljnom brojnom sistemu), a drugi je kada se
operacije 1zvrsavaju u brojnom sistemu sa osnovom r; (polaznom brojnom sistemu).

1.2.1. Prevodenje brojeva kod koga se operacije izvrsavaju u brojnom sistemu sa
osnovom r,

Kako smo navikli da radimo u dekadnom brojnom sistemu, jasno je da se ovaj
postupak koristi kada se broj iz nekog drugog brojnog sistema prevodi u dekadni
brojni sistem.

Svaka cifra u teZinskom brojnom sistemu ima svoju teZinu, koja je zapravo
neki stepen osnove. Recimo, za broj (23014 ), teZine cifara su:

P o=l b T b
23—
Zbog toga je
(23014)=2-6* +3-6® +0-6* +1-6' +4-¢°
= 2592 +648 +0+6+4
= 3250.
Odatle dobijamo (23014)s = (3250),.
U opstem slucaju, prilikom konverzije broja (c,_c¢
se izra¢una vrednost izraza

1:CiC0 €€ 0 .:C_,, ), POtrebno je da

n=

u brojnom sistemu sa osnovom r;.

Primer 1.2. X = (DA03)6
=((13*16+ 10)*16 +0)*16 + 3
=((208 +10) * 16 + 0)*16 +3
=3488 *16+3=(55811)10
Primer 1.3.
a) Broj(1230), moZe se prevesti u dekadni na slede¢i naéin:
(1230)s = 1¥4° +2%4” + 3*4' + 0*4° = (108),,.
b) Broj (364.213); moZe se prevesti u dekadni na sledeéi nadin:
(364.213), = 3*T> + 6*7' + 4*7° + 2*7" + 1#72 + 3577
= (193.3148690...)10.
¢) Prevesti dekadne brojeve 10, 100 i 1000 u brojni sistem sa osnovom 3.




10 =2*5' =(20)s (2 na poziciji 1).
100 = 4*5% = (400)s .
1000 = 1*5" + 3*5° = (1300)s.

1.2.2. Prevodenje brojeva kod koga se operacije izvriavaju u brojnom sistemu sa
0SNovom rj

Ovde je situacija komplikovanija, jer se na razli¢ite nacine vrsi prevodenje
celih i razlomljenih brojeva.
Prevodenje celih brojeva
Neka je ceo broj X u brojnom sistemu sa osnovom r; predstavljen na sledeci
nacin:
(X), = Xn Xp-1--- X1 %o, (1.6)
Neka se taj isti broj u brojnom sistemu sa 0snovom r; predstavlja u obliku:
(X),, = Yp Yot V1Yo= y if + y, 17 et Yl + Yo s (L.7)
Ako poslednji izraz podelimo osnovom r, dobijamo:

T 1 2 0
Xy n® tpaty ottt F 2o (1.8)
Iy r,

Primetimo da su svi sabirci sa leve strane izraza celobrojni, osim poslednjeg
koji je sigurno razlomljen, jer je svaka cifra brojnog sistema manja od osnove
brojnog sistema. Drugim re€ima, cifra najmanje teZine (yo) u prezentaciji broja X u
sistemu sa osnovom 7, pojavljuje se kao ostatak pri ovakvom deljenju. Ostale cifre se
dobijaju iterativnim ponavljanjem postupka nad celobrojnim delovima koli¢nika.

Izraz
Yp F’zp—:"l‘yp_l rgp-z St ylrzo (19)

predstavlja celobrojni deo koli¢nika X . dok yo predstavlja ostatak tog deljenja.

Fs

Koristimo sledec¢e oznake:
Vo r”! + Ypa1 r"? + o 1 =Int( X), (1.10)

Yo = Rem[fﬂ), 1.11)

r

Na taj nacin je

I, -,

= Inr[-{] + Rem(ﬁ], (1.12)

s

2

Ako se ovaj proces sada ponovi pocev sa [m.‘[X ), naredni ostatak bice y; a

naredni celobrojni deo bice y, 2 Py Vo172 P34y




Algoritam se zavrSava kada celobrojni deo Im‘[i] postane jednak nuli.
i =
U opstem slucaju, konverzija nekog broja X iz decimalnog sistema u sistem
sa osnovom b se odvija prema sledecem algoritmu: broj X delimo sa b sve dok se
ne dobije koli¢nik jednak nuli, i belezimo ostatke. Ostaci se posle deljenja ispiSu od
kraja ka po€etku. Na primer, odredimo zapis broja 9012 u sistemu sa osnovom 7:

(278)10=(101022);

Da bi proverili da li smo izvriili konverziju korektno, izvr&imo konverziju broja (101022): u
decimalni broj, koriste¢i aritmeti¢ke operacije u dekadnom brojnom sistemu.

(101022); = 1*3° + 0*3*+ 1*3°+ 0*3%4+2*3'+ 2%3°=(278),,

celobrojni deo koli¢nik ostatak
9012 9012:7
1287 1287:7 3
183 183:7 6
26 26:7 1
3 3:7 5
0 3
Na taj nacin je 9012 = (35163);.
Primer 14. a) X=(19)10=(?)-
X=19/2 =9 {1
9/2 =4 [l
4/2 =2 [0 X=(10011),
2/2 =1 [0
1/72 =0 [1
b) X=(55811)10=(Me
X=55811/16 = 3488 [3 =3
3488/16 = 218 [0 =0 X'=(DA03),6
218/16 = 13 [10=4
13/16 = 0 [13=D
Primer 1.5. a) Potrebno odrediti broj u bazi 3 ekvivalentan broju (278)10. Proces konverzije je
sledeéi:
A
celobrojni deo | koliénik ostatak
278:3
92 92:3 2=ap
30 30:3 2=a
10 10:3 0=a-
3 3:3 1=a,
1 1:3 0=ua,
0 1 =as
Prema tome,



Prevodenje razlomljenili brojeva
Neka je sada razlomljeni broj X u sitemu sa brojnom osnovom r; predstavljen
na sledeéi nacin:
(/‘L’F)‘.I = Ox_lx-z. .o Xl Ko = Zx__!.r‘-" 5 (1.13)
i=l

dok je isti broj u sistemu sa osnovom r; predstavljen izrazom:

(X, = 0512 - - Ygr1¥q = 3yt (1.14)
i=]

Ako ovaj izraz pomnoZimo osnovom brojnog sistema 7,, dobijamo
Xtr=yatyar s 4., +Vq Bl (113)

Prvi sabirak na desnoj strani u (1.15) je sigurno celobrojni deo proizvoda (to je
cifra brojnog sistema) dok ostali sabirci predstavljaju razlomljeni deo (cifre podeljene
stepenima osnove brojnog sistema). U stvari, celobrojni deo proizvoda predstavlja
prvu cifru posle tacke osnove. Ako postupak nastavimo sa razlomljenim delom
proizvoda dobi¢emo i ostale cifre. Kraj algoritma je postignut kada razlomljeni deo
proizvoda postane jednak 0, ili kad broj dobijenih cifara obezbedi potrebnu taénost.

Trebalo bi napomenuti da se ovde ne dobija uvek apsolutna taénost, jer neki
racionalni brojevi prilikom prevodenja u drugi brojni sistem postaju iracionalni.
Tacnost prevodenja najceS$¢e se zadaje kao stepen broja r; (osnove u koju se vrsi
prevodenje).

S obzirom da se kod ovog postupka prevodenja, kako celih tako i razlomljenih
brojeva, operacije izvrSavaju u brojnom sistemu sa osnovom r; (4j. u sistemu iz koga
se prevodi), pogodno je da se ovaj postupak primeni kada se brojevi prevode iz
dekadnog u neki drugi brojni sistem.

Primer 1.6. IzvrSiti konverziju (0.27)10 = (?)4.

Proces konverzije se obavlja na slede¢i na¢in

celobrojna vrednost | razlomljeni deo proizvod

0.27 0.27*4=1.08
a,= 0.08 0.08*4=0.32
a,=0 0.32 0.32%4=1.28
a;=1 0.28 0.28*4=1.12
da=1 0.012 0.012*4

Prema tome (0.27)10=(0.1011...)s.
Provera se moZe izvrsiti na slede¢i nacin:

(0.1011..); = 1%+ 0%47 + 1 %47+ ¥4+ =(0.2695...),0

Na osnovu dobijenog rezultata vidimo da se procesom konverzije ponekad
generiSe ekvivalent koji nije identi€an polaznom broju.

Konverzija brojeva koji imaju celobrojni i razlomljeni deo se moZe izvesti tako
$to se posebno vrsi konverzija svakog dela a zatim kombinuju rezultati.




Primer 1.7. Konverzija (123.56)10 = (?)7 se vr3i na sledeé¢i nadin.

Prvo se vr3i konverzija celobrojne vrednosti

celobrojni deo | kolitnik

12250
17 17:7
7 2

0
Nakon toga se vrdi konverzija razlomljenog dela

celobrojna vrednost | razlomljeni deo proizvod

0.56 0.56%7=3.92
0.92 0.92%7=6.44
0.44 0.44*7=3.08
0.08 0.08*7 = 0.56
0.56 0.56

Zarezultat dobijamo (123.56),, =(234.3630...);
pri emu "..." ukazuje da je proces konverzije izvrien sa odredenom taénoscu..

Primer 1.8. Broj (137.49),, prevesti u brojni sistem sa osnovom 7 tako da greska prevodenja bude
manja od 7°.

Prvo prevodimo celobrojni deo:

137:7=19 19:7=2
4 5

==
-+

Zatim prevodimo razlomljeni deo, pri ¢emu iz uslova taénosti prevodenja sleduje da treba odrediti 3 cifre.

0.49%7 =343 0.43*7=3.01 0.01*7 =0.07
3 3 0

[

Prema tome, (137.49),0 = (254.330).
Konverzija izmedu dva nedecimalna sistema se najlakse sprovodi ako se kao
medukorak koristi decimalni sistem.

Primer 1.9. Konverzija (1354.24)6 = (?)4 sprovodi se najpre konverzijom iz baze 6 u bazu 10, a
zatim konverzijom iz baze 10 u bazu 4:

(1354.24)s =(358.4444..),0=(11212.1301...),

1.3. Brojanje u sistemu sa osnovom r

Numericke vrednosti koje cifre u sistemu sa osnovom r mogu da uzimaju
nalaze u granicama od 0 do r-1. Osim toga, broj 10 u sistemu sa osnovom r ima
sledecu vrednost u dekadnom brojnom sistemu:

(10),=1*r '+ 0*° = 1y (1.16)

Na osnovu ovih sagledavanja, moZzemo zakljuéiti da brojanje u osnovi r
generiSe sekvencu 0, 1,2, ..., (-1), 10,11, 12, ..., Kr-1), ...




Na slici 1.3.1. prikazana je brojacka sekvenca za razliCite osnove.

r=10 r=2 r=3 r=8 r=16

0 0 0
1 1
10 2
11 10
100 11
101 12
110 20
111 21
1000 2 10

1001 100 11
1010 101 12
1011 102 13
1100 110 14
1101 111 15
1110 112 16
1111 120 17
10000 121 20
10001 122 21

0O ~1Oh L B L b
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Slika 1.3.1. Brojanje u sistemima sa razlicitim osnovama r

Kada je r > 10 javlja se problem kod prezentacije onih cifara x koje se nalaze u
opsegu 9<x<r, s obzirom da ne postoje standardni simboli iz dekadnog brojnog
sistema za ove brojeve. Dogovorno se za predstavljanje ovih cifara koriste velika
slova engleske azbuke. Tako, na primer, za » = 16 (heksadecimalni brojni sistem)
brojacka sekvenca ce biti

01034567894 BCD.EET0N. 120, 35.FF 100, ..
gdeje (A)ls =(10)1o, (B)](, 2(1 1)10, itd.

1.4. Binarne, oktalne, decimalne i heksadecimalne konverzije

U samom ra¢unaru se izraGunavanja obi¢no izvode u binarnom sistemu (sistem
osnove 2). Razlog je jednostavan: digitalna kola koja izvode operacije nad brojevima
koriste dva stabilna stanja. Ova kola mogu raditi i sa viSe od dva stanja, ali je tada
njihov rad nepouzdan 5to je neprihvatljivo sa aspekta rada sistema. On i Off
elektronsko stanje predstavljaju se bitom kao on-bit i off-bit stanje. U binarnom
brojnom sistemu, on bit stanje predstavlja binarnu cifru 1, dok off-bit stanje
predstavlja binarnu cifru 0. Fizi¢ki, ova dva stanja se ostvaruju na razlicite nacine. U
primarnoj memoriji, ova dva stanja se predstavljaju mreZom strujnog toka. Strujno
kolo moZe da bude ukljuceno ili iskljuéeno. U sekundarnim memorijskim jedinicama,
ova dva elektronska stanja su realizovana magnetizacijom fero-oksida na trakama i
diskovima.

Osnova binarnog brojnog sistema je dva. Za r = 2 potrebne su samo dve cifre,
aonesu0 i l. Binarna cifra, 0 ili 1, zove se bit. Pozicija svakog bita odgovara nekom
stepenu broja 2 (kod decimalnog je to bio stepen broja 10). Broj napisan u binarnom
brojnom sistemu naziva se binarni broj.




Ljudima je svojstvena manipulacija decimalnim brojevima, pa zbog toga
digitalni sistemi treba da obezbede konverziju izmedu decimalnih i binarnih brojeva.
Osim toga, oktalni 1 heksadecimalni brojni sistem u raunarstvu omogucavaju lakse
zapisivanje niza binarnih cifara.

Konverzija izmedu binarnog i dekadnog sistema _

Binarni broj sa n celih 1 m razlomljenih mesta piSe se u obliku

N=b_b, ,..bbyb,b,.b,, b {0l (1.17)

Decimalna vrednost binarnog broja formira se mnoZenjem svakog stepena
dvojke sa 0 ili 1, i sabiranjem svih vrednosti:

N=Y b2 (1.18)
Na primer, decimalni ekvivalent binarnog broja (101010), je
N =(101010),
= 1*2°+0%2+1*24+0*2%+1*2'+0*2°
= 32+0+8+0+2+0
=42
Ovaj nadin konverzije je pogodan za ¢oveka, ali ne i za maSinsku implementaciju, jer

zahteva relativno sloZzenu (sa aspekta ugradenog hardvera ili vremena izracunavanja)
operaciju stepenovanja da bi se izra¢unao svaki stepen dvojke.

Jasno je da se broj N u (1.18) moZe izraziti u obliku zbira celobrojnog 1
razlomljenog dela:

N=N,+ N,,
gde je
N.=Yb2, N,=352

Stepenovanje pri konverziji N, se moZe izbe¢i koriséenjem viSestrukog
mnozenja sa dva. Tada se vrednost NV, izracunava na sledeci nacin:

NC — Ebrzi

i=0

=2(352) + bo

n=1

=2(2(3 p27) + b1) + bo

=2(2.. .2 (2bp1 +bua) ... )+ by) + bo
Primer 1.10. Ronttenjem prethodne refacije dobija se




a)  (101010)s =2%2*(2*(2*(2*1+0)+)+0)+1)+0
=2*(Q2*(2*(2*2+1)+0)+1)+0

=2*(2*(2*5+0)+1)+0
=2*(2*10+1)+0
=2%1+0=42

b)  (10011)= ((((1- 2)+0)- 2+0) 2 +1) -2 +1
—((2+40)-2+0)-2+1)-2+1

=(@-2)+1)-2+]1
=0-2+1= (19)10

U ovom algoritmu, konverzija binarnog broja sa n cifara u dekadnu vrednost

svodi se na sekvencu od n-1 mnoZenja brojem 2 i n-1 sabiranja. Proces konverzije se

moze izraziti sledecom poluformalnom procedurom ili algoritmom koji je poznat pod
imenom BINDECi (BINary to DECimal integer).

Algoritam BINDECi

Ulaz: binarna celobrojna vrednost (N); = b,.1 by.3 ... bo;

Izlaz: Dekadna vrednost (N))o koja odgovara zadatom binarnom broju.
Korak 1. Postavi Nyg na inicijalnu vrednost 0.

Korak 2. Analizirati zadati binarni broj (N), sa desne strane ulevo. Za svaki
bit b; izraCunati novu vrednost 2*(N),o + b; a zatim dodeli ovu vrednost promenljivoj
(N)10. Konaéna vrednost (N);o, koja se dobija nakon n koraka, predstavlja Zeljeni
rezultat.

Primer 1.11. Prema algoritmu BINDECI, proces konverzije 8-cifrene binarne celobrojne vrednosti
(01100101), u decimalni oblik moZe se opisati na sledeci nacin.

Najpre ¢emo izraziti (V)2 u obliku niza od 8 binarnih cifara:
(N2 =011001012 = b7 b6 b5 b4 b3 b2 b1 b0.

'Saglasno algoritmu, najpre postavljamo (M)10 na nulu. Proces konverzije koji sledi nakon
inicijalizacije ¢ini sledecih osam koraka.

i=7 (M)10 =2%0+5b7=0
i=6 (M0 =2%0+b6 =1
(N)10 =2*1 +b5 =3
(V)10 =2*3 + b4 =6
(M)10 =2% +b3 =12
(N)10 =2*12 +b2 =25
(V)10 =2%25 + bl =50
(N)10 =2*50 + by =101

Odatle se dobija (V)10 = 10110.

1l
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Konverzija decimalnog broja u binarni zasniva se na sukcesivhom deljenju
decimalnog broja brojnom osnovom 2. Ostaci deljenja, napisani u obrnutom
redosledu, daju binarni ekvivalent decimalnog broja.




Primer 1.12. Proces konverzije broja 35310 u binarni je sledeci:

celobrajni deo koli¢énik ostatak

353:2=176
176 176:2=88 1=a
88 88:2=44 0=a,
44 44:2=22 0=a
22 22:2=11 0=u
11:2=5 0=a,
5:2=2 1=as
2:2=] =g
1:2=0 0= a4
1= ay

Shodno prethodnom, 353,,=101100001,,

Efikasna konverzija iz dekadnog broja u binarni se izvodi na slede¢i nacin.
Decimalni broj se razlaZe na dva dela - jedan deo odgovara maksimalnom stepenu
broja 2 koji nije veéa od datog dekadnog broja, a drugi deo ostatku koji je jednak

‘razlici datog broja i maksimalnog stepena broja 2. Nakon toga, ponovo se ostatak
razlaZe na dva dela: na maksimalnu potenciju broja dva koja nije veca od ostatka i na
novi ostatak. Proces se ponavlja sve dok se ne dobije ostatak koji je jednak 0. Binarna
vrednost se dobija zapisivanjem 1 na bit pozicijama Cije teZine odgovaraju
potencijama dvojke dobijenim tokom konverzije.

Na primer, analizirajmo konverziju decimalnog broja 426 u binarni.
426 =256+ 170
256 +- . 128 42
256 =128 F=o232
256 =128 +
2 2 2
Prema tome, (426)0=(110101010),.

Razlomljeni dekadni broj se konvertuje u binarni sukcesivnim mnozenjem sa 2.
Ceo deo svakog proizvoda, 0 ili 1, se pamti i na taj nacin se formira razlomljeni broj.

Primer 1.13. Binarni ekvivalent decimalnog razlomka 0.203125 se dobija sukcesivnim mnoZenjem
razlomka sa dva, na slede¢i nacin:

celobrojna vrednost | razlomljeni deo proizvod

0.203125 0. 203125*2 = 0.40625
a,=0 0.40625 0.40625*2 =0.8125
a,=10 0.8125 0.8125%2 =1.625
ax=1 0.625 0.625*2 =125
a,=1 0.25 0.25*%2=0.5
as=0 0.5 0540

a.c=1 0




Binami ekvivalent broja (0.203125)y0 je(0.001101)..

Alternativno, konverzija razlomljenog dekadnog broja N, u dekadni brojni
sistem se vr$i na sli¢an nacin.

Ny= 362 =)0 2"
fesl i=1

=%(:‘Zl£‘—-+b_.)

i~1
i=l 2t

=13 (G t0)

s
=1(1(...( (bt bm) ... )Hba)+by).

Primer 1.14. Posmatrajmo konverziju binarnog broja 0.101011 u decimalni.

N=(0.101011),= 1¥271+ 0%27 + 1%27+ 0¥24+ *25+ [*¥2°5,

U ovom slu¢ajuje: a-1= 1, a-2 =0,a-3 =l,a4=0,a-5 =1 i ax=1

Prema tome,

N =0.101011 =1/2+1/8+ 1/32 + 1/64 = 0.671875

Napomenimo da, kao i uopS$tem sluéaju konverzije, decimalnom broju sa
konaénim brojem cifara iza decimalne tatke moZe da odgovara binarni broj sa
beskonaéno mnogo binarnih cifara u razlomljenom broju. Prema tome, u procesu
konverzije razlomljenog dela dekadnog broja mnoZenje brojem 2 se produZuje sve
dok se ne dobije proizvod jednak nuli ili dok se ne postigne Zeljena tatnost.

Konverzija izmedu binarnog i oktalnog sistema

U principu, rad sa binarnim brojevima je zaista zametan, zbog toga Sto se
zahteva veliki broj bitova, ¢ak i za prezentaciju malih decimalnih vrednosti. 1z ovog
razloga se za prezentaciju binarnih brojeva &eSée koriste oktalni i heksadecimalni
brojevi. Da bi ukazali na odnos izmedu binarnih, oktalnih i heksadecimalnih brojeva
razmotricemo sledec¢i binarni broyj.

(110101011); = 125 +1%2+0%25+ 1 ¥23+0%2%+1 ¥2°+0*22+1#2'+1*2°

= (1%2%+1%2140%2°)* 2%+ (1*2240%2 +1%2°)* 2>+ (0*27+1*2'+1*2°)*2°

= 6*(2Y) + 5%(2%) + 3%(2%)°

=6*8% + 5%8' + 3*8° =(653),

Ovim primerom je na jedan ekstremni nalin prikazan postupak konverzije
broja iz binarnog u oktalni sistem. Konverzija se u praksi izvodi jednostavnijim

algoritmom. Vr$i se grupisanje bitova u grupe od po tri bita, i svakoj grupi se
dodeljuje decimalna vrednost. Za prethdodni primer je
(110 101 011),=(6 5 3

Na osnovu gornjeg izlaganja mogu se formulisati pravila za prevodenje brojeva

iz binarnog u oktalni brojni sistem, i obrnuto. Za prelaz iz predstavljanja binarnog

broja u predstavljanje u oktalnom brojnom sistemu potrebno je levo i desno od
binarne taéke sve cifre zadatog broja podeliti u grupe od po tri binarne cifre. Ove




grupe binarnih cifara se nazivaju friade. Ukoliko na krajevima nema potpunih trijada,
dod%ilje se potreban broj beznacajnih nula. Zatim se svaka trijada zamenjuje
odgovarajucom oktalnom cifrom, prema sledecoj tabeli:

Oktalnacifra | Trijada | Oktalnacifra | Trijada
0 000 4 100
1 001 5 101
2 010 6 110
3 011 7

111

Prelaz iz reprezentacije broja u oktalnom brojnom sistemu na predstavljanje
istog broja u binarnom brojnom sistemu vrSi se zamenom svake oktalne cifre
odgovarajucom trijadom.

Konverzija izmedu binarnog i heksadekadnog sistema

Analognim postupkom se vrSi konverzija binarnog broja u heksadecimalni.
Prilikom konverzije binarnog broja u heksadekadni, cifre binarnog broja podelimo u
grupe od po 4 (tetrade), pocev&i sdesna, i onda svaku grupu procitamo kao
heksadecimalnu cifru. Ukoliko krajnja leva grupa binarnih cifara nema 4 elementa,
dopisuju se nule na pocetku.

(1001 11100011 1000), =(9 E 3 8)16.

Direktna konverzija iz heksadecimalnog u binarni sistem se takode moze
obaviti brzo 1 efikasno: svaku cifru heksadecimalnog broja zapiSemo pomocu Cetiri

binarne cifre i proc¢itamo kao jedan binarni broj. Pri tome se poéetne nule ignorisu.
Konverzija heksadekadnih cifara u binarne tetrade je data u sledecoj tabeli:

Heksadekadna Heksadekadna Heksadekadna Heksadekadna

cifra Tetrada Sifta Tetrada cifra Tetrada cifia Tetrada

0 0000 4 0100 8 1000 1100
1 0001 5 0101 9 1001 1101
2 0010 6 0110 A 1010 1110
3 0011 7 0111 B 1011 1111

Primer 1.15. U sledecoj tabeli prikazan je odnos izmedu decimalnog, binamog, oktalnog i
heksadekadnog brojnog sistema.

decimalni binamni oktalm heksadecimalni

0000 0
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111
1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111
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Konverzija binarnog brojnog sistema u heksadecimalni sastoji se u deljenju
binarnog broja u grupe od po 4 bita, i predstavljanju svake grupe heksadecimalnim
ekvivalentom.

Na primer, binarni broj 1101 1000 1100 1001 se generi3e kao

1101 1000 1100 1001

i

D 8 @ 9
§to je ekvivalentno sa (D8C9),e.

Konverzija iz heksadecimalnog u binarni je direktna. Tako na primer, (3C2E)s se konvertuje u
binarni kao

3 £ 2 E

R

0011 1100 0010 1110 2

Poneckad je potrebno konvertovati heksadecimalni broj u decimalni. Svaka cifra kod
heksadecimalnog broja je 16 puta znaajnija od prethodne pozicije. Prema tome, decimalni ekvivalent
2B8C|5 je

2%16"+ B*I6 + 8*16'+ C*16° = 2*16°+11*16°+8*16' +12¥16°
8192+ 2816+ 128+ 12 = 11148.

Heksadecimalni brojevi se &esto koriste za opis podataka koji se smeStaju u
memoriju. Najée$ée se kapacitet memorije izrazava u bajtovima. Bajt je &-bitni
podatak. S obzirom da grupa od 4 binarne cifre predstavlja jednu heksadecimalnu
cifru, u jednom bajtu se mogu zapamtiti ga dve heksadecimalne cifre, odnosno jedna

heksadecimalna cifra se moZe smestiti u pola bajta. Pola bajta se naziva nibla
(nibble).

Primer 1.16. Konvertovati binarni broj 11010111011111 u heksadekadni.
11010111011111 - 11j0101|1101j1111 - 0011]0101|1101]J1111 - 35DF.
3 s Rl
Primer 1.17. Konvertovati heksadekadni broj 2CAD3 u binarni.
2= @ A D 3
2cad3 - 0010 1100 1010 1101 0011 - (101100101011010011)..

Konverzija izmedu oktalnog i heksadekadnog sistena

Ako je neophodno vrsiti konverziju broja iz heksadecimalne u oktalnu brojnu
prezentaciju, ili obratno, lakse je koristiti binarnu decimalnu prezentaciju kao
medukorak.

Na primer, konverzija (1A8E) 15 = (?) s moZe se predstaviti na slede¢i nadin:
(1A8E) 1= (0001 1010 1000 1110),
= (001 101010001 110), = (1521 6)s

Kao &to se moze uoditi, rezultat se dobija prevodenjem zadatog
heksadecimalnog broja u binarni ekvivalent, a zatim ponovnim grupisanjem bitova sa
ciliem da se formira oktalni rezultat. Prilikom prevodenja iz heksadecimalnog




brojnog sistema u binarni svaka heksadecimalna cifra se prevodi u uredenu &etvorku
binarnih cifara, dok se prilikom prevodenja iz binarnog brojnog sistema u oktalni,
binarne cifre grupiSu u trijade koje se potom zamenjuju oktalnim ciframa. Ukoliko je
potrebno, sa leve i sa desne strane binarnog broja dopisuju se nevazeée nule.

Primeri

Primer 1.18. Oktalni broj (375)8 ima vrednost

3%+ 7%+ 5%8° =192+ 56+ 5

=(253)10
Decimalni ekvivalent oktalnog broja (14.3)s je
(14.3); = 1*8 +4*8° +3*3"!

8 +4+0.375

(12.375)0
Metod konverzije decimalnog broja u oktalni je isti kao i metod konverzije

decimalnog broja u binarni, sa izuzetkom $to se decimalni broj deli sa 8 umesto sa
dva.

Primer 1.19. Oktalni ekvivalent decimalnog broja 278 je
278 : 8 =34, ostatak 6
34:8 = 4, ostatak 2
4:8 = 0, ostatak 4
Prema tome (278),0=426;.
Decimalni razlomljeni broj se konvertuje u oktalni uzastopnim mnoZenjem

razlomljenih delova sa 8. Pri ovom postupku celobrojni deo svakog proizvoda se
pamti kao oktalni razlomak.

Primer 1.20. Dekadni broj (0.651)10 se konvertuje u oktalni na sledeé¢i naéin:

Celobrojni deo Razlomljeni deo Proizvod

0.651*3
0.208 0.208*8
0.664 0.664*8
0.312 T S
0.496 0.496*8
0.968 0.968*8

Prema tome 0.65110 = (0.51523)g. Veéi broj oktalnih cifara rezultirace ve¢om ta&nogéu.

Broj bitova potreban da se predstavi oktalna cifra je tri. To znaci da je, ako
svaku oktalnu cifru napiSemo kao grupu od po tri bita, konverzija iz oktalnog u
binarni sistem direktna.

Primer 1.21. Broj (270)8 se konvertuje u binarni na sledeéi naéin

2 7 0

b

010 111 000




Konverzija iz binarnog u oktalni brojni sistem je opet direktna. Pocevsi od LS
cifre (cifre najveée tezine), binarni broj se deli na grupe od po tri cifre. Svaka grupa
se zatim zamenjuje odgovaraju¢om vrednoscu.

Primer 1.22. Konverzija binarnog broja101110010111 u oktalni se vr3i na slededi nadin:

7T Gt i St

tho s o

<] 6 2 i

Za sluéaj da krajnja leva grupa nema dovoljan broj cifara tada se dopisuju nule, kao u slucaju
konverzije binarnog broja 1100001011 u oktalni ekvivalent:

001 100 001 011
v o
1 4 1 3

Kada je binarni broj razlomljen, a broj bitova se ne mozZe grupisati u segmente
od po 3 bita dodaju se nule krajnjoj desnoj i krajnjoj levoj grupi.

Primer 1.23. Binarni broj 1101111.1011 se konvertuje u oktalni na sledeci nacin:

001 101 111 3 101 100
1 =) 7 : 5 <+

Konverzija decimamog broja u binarni moZe da se vrSi prvo konverzijom u
oktalni a zatim direktno iz oktalnog u binarni.

Primer 1.24. Broj 52310 se prvo konvertuje u oktalni
523 : 8§ =685, ostatak 3
65 : 8 = 8, ostatak 1
8 :8 = 1,ostatak 0
1 : 8 = 0,ostatak 1
a zatim direktno, cifru po cifru, iz oktalnog u binarni kao
5 TPt | 0 1 3 :

viesaE S

001 000 001 011 2

1.5. Aritmetika u sistemu sa osnovom r > 2

Pravila za aritmeticke operacije koje vaze u dekadnom brojnom sistemu mogu
se primeniti i u bilo kom drugom prirodnom brojnom sistemu sa osnovom r=2.
Razlika je u tome 3to se koriste tablice sabiranja i mnoZenja jednocifrenih brojeva za
taj brojni sistem.

Data su dva broja, x = Xp.1... X0 1Y = Ym-1 -+ Yo U sistemu sa osnovom r.
1.5.1. Sabiranje

Sabiranje dva viecifrena broja u pozicionom sistemu sa osnovom r vrsi se
prema slede¢em algoritmu: Prvo se sabiraju LS cifre xo i yo koristeci pocetni prenos co




= (), i generiSe se prenos ¢; i suma so. Sabrati dve cifre sledece vide pozicije 1 cifru
prenosa iz prethodne niZe pozicije. Novi prenos zapamtiti za sledecu viSu poziciju.
Ako ima preostalih pozicija u kojima nije izvrSeno sabiranje preci na korak 2. Ako je
izvrSeno sabiranje cifara u svim pozicijama i ne postoji prenos, postupak sabiranja je
zavrsen. Ako postoji prenos, upisati 1 u slede¢u visu poziciju, ¢ime je postupak
sabiranja zavrSen. :

Na sledeéoj slici je prikazana procedura za sabiranje brojeva u sistemu sa
osnovom 7.
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Slede tablice sabiranja u nekim brojnim sistemima.
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1.5.2. Oduzimanje

Oduzimanje se obavlja na sli¢an nadin kao u dekadnom brojnom sistemu. Pri
tome se kod rada sa razlomljenim brojevima tatke razlomka pisu u istoj poziciji po
vertikali. U datom trenutku oduzima se jedan par bitova i generiSe u svakom koraku
bit pozajmice, pocev od najniZe pozicije.

i=0,by=0
h'

[lzratunati pozajmicu b,,, i cifrud; |
v

da

ne Y

N

i=i+l Kraj

I

Za realizaciju oduzimanja u radunaru umesto opisanog postupka koristi se
predstavljanje pomoéu komplementa. Moze se dokazati da se pomocu
komplementarnog predstavljanja operacija oduzimanja zamenjuje operacijom
sabiranja.

Primer 1.25. Operacije sabiranja i oduzimanja kod oktalnih brojeva sli¢ne su onima koje se koriste
kod decimalnog sistema. Naime, generide se prenos ako suma prema$i 710, kao na primeru

1544
+ 4264
6024

6+4 = IOm

= 2+1 prenos

prvakolona <—

5+2+1 prenos

= 0+1 prenos

druga kolona <—

1+4+1 prenos

=6

treca kolona <+—

Operaciju oduzimanja analizirajmo kroz sledeéi primer

6705
1255
543,

prva kolona <—

druga kolona +—
tre¢a kolona <*+—

0-5 = (8-5+1 pozajmica) = 3+1 pozajmica
7-(2+1 pozajmica) S =
6-1 =5

Primer 1.26. Heksadecimalno sabiranje i oduzimanje se obavlja identi¢no kao i kod bilo kog
pozicionog brojnog sistema. Na primer, suma 688, + 6796 se odreduje kao u sledecoj tabeli:

6836
+6794
DO014¢

Detaljno, ovaj postupak se moZe opisati na sledeci na¢in:




8+9=17y

=1+1 prenos

prva kolona 4

8+7+1 prenos

=16, = 0+1 prenos

druga kolona o

6+6+1 prenos

=13I0 =D

treca kolona o

Heksadecimalno oduzimanje analizirajmo na primeru oduzimanja brojeva 2A551 11B1s.

= |

2A5
-11By¢
18A46

(5-B) =(21-11+1 pozajmica) = 10+1 pozajmica | = A+1 pozajmica | prva kolona
A-(1+1 pozajmica) = (10-2),, =8

2-1=1 :

druga kolonas—
treca kolona +—

1.5.3. Mnozenje

Operacija mnoZenja se obavlja na isti nadin kao i decimalno mnoZenje.
MnoZenjem mnoZenika svakom cifrom mnoZioca dobijaju se parcijalni proizvodi koji
se potpisuju ispod, pomeraju za po jedno mesto ulevo i potom sabiraju.

Slede tablice mnoZenja u nekim brojnim sistemima.
r=2 r=28

01
010]1
101

olo|o|olo|lolc|ola
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Primer 1.27. MnoZenje oktalnih brojeva 27 i 63 je oblika:
decimalno binarno

27 27 mnoZzenik
63 63 mnoZilac
1701 105 prvi parcijalni proizvod
172 drugi parcijalni proizvod
2025 konacni proizvod

1.5.4. Deljenje

Proces deljenja slican je standardnom decimalnom deljenju, ali bi trebalo da se
koriste tablice sabiranja 1 mnoZenja za taj brojni sistem.

Deljenje se u racunarima vr§i modifikovanim postupkom koji se sastoji u
sukscesivnom oduzimanju delioca od deljenika.

1.6. Binarna aritmetika

Za binarnu aritmetiku neophodne su tabele sabiranja i mnoZenja, prikazane u
nastavku.

0+0=0 0*0=0
1+0=0+1=1 1*¥0=0%*1 =0
1+1=10 1*1=1

a) b)

Tablice sabiranja (a) i mnozenja (b) binarnih brojeva.

Analiziracemo sada realizaciju operacija sabiranja, oduzimanja, mnoZenja i
deljenja nad binarnim brojevima.

1.6.1. Binarno sabiranje

Kod sabiranja dva binarna broja, x = x.; ... Xo 1 ¥ = Y1 -.. Yo Prvo se sabiraju
LS cifre xo 1 yo koristeci pocetni prenos co = 0, 1 generiSe se prenos c; 1 suma Sp.
Nakon toga se sabiraju cifre x; i y; sa prenosom c;, itd. Pri sabiranju dve binarne
jedinice, rezultat je 0, a javlja se prenos u naredni razred. U sledetoj tabeli je
prikazana procedura za sabiranje dve biname cifre u poziclfi i, generisanja
odgovarajuce cifre 1 prenosa.

=
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Tablica za sabiranje binarnih brojeva




Primer 1.28. Konkretnije, ako su x =11110000, y = 11001100, tada ¢emo kao rezultat sabiranja
{mati '

3 4

85

Primer 1.29. Posmatramo jo$ neke primere sabiranja binarnih brojeva

110111.11
+ 1011.10

1000011.01

1.6.2. Binarno oduzimanje

Binamo oduzimanje se obavlja na sli¢an naéin. U datom trenutku oduzima se
jedan par bitova i generiSe u svakom koraku bit pozajmice (borrow) umesto bita
prenosa, kao i bit razlike umesto bita sume. Kod operacije oduzimanja koristi se
sledeéa tablica binarnog oduzimanja.

0-0=0
1-0=1
1-1=0
0- 1= 1 sa pozajmicom od naredne bit pozicije vece tezZine

U sledecoj tabeli je data tablica za generisanje tekuce cifre 1 pozajmice
prilikom oduzimanja binarnih brojeva.

Yi
0

A=y
S
o

—o|l=lo|—|lo|—lols
—olo|o|—|—]—o

0
1
1
0
0
1
1

Primer 1.30. Od broja x =1111011011 (=98110) oduzimamobroj y =1111011 (=12310).

4
0
0
0

0

dg




Procedura startuje od cifre nakmanje teZine, pri Semu se generiSe bit pozajmice
by i razlika do. Zatim se postupak nastavlja do krajnje leve cifre. U konkretnom
primeru prvo se nulama popunjavaju ostale bit pozicije broja y (uokvireni deo).
Nakon toga se vr$i oduzimanje y, od xo i generiSe razlika do i bit pozajmice b;.
Oduzimanjem y; i b; od x; generiSe se d; = 0 i b, = 0. Proces produzava sve do
generisanja do.

Primer 1.31. Jo$ neki tipi¢ni primeri oduzimanja binarnih brojeva:
10000 - 101 =1011

1010 -1 =1001

110010 -101=101101

1101 - 100101= -11000

1.6.3. Binarno mnozZenje

Kod operacije mnoZenja koriste se i tabela sabiranja i tabela mnoZenja.
Operacija binarnog mnoZenja se obavlja na isti natin kao i decimalno mnoZenje.
MnoZenjem mnoZenika svakom cifrom mnoZioca dobijaju se parcijalni proizvodi koji
se pomeraju za po jedno mesto ulevo i potom sabiraju.

Primer 1.32. Binarno mnoZenje decimalnih brojeva 67 sa 13 je oblika:

decimalno binarno

67 1000011 - mnoZenik
13 1101 - mnoZilac
1000011 - prvi parcijalni proizvod
0000000 - drugi parcijalni proizvod
1000011 - treéi parcijalni proizvod
1000011 - Setvrti parcijalni proizvod
1101100111 - konani proizvod

Primer 1.33. Na sli¢an naéin, mnoZenjem 13.5 sa 3.25 dobija se

decimalno binarmo

135 1101.10 - mnoZenik
325 11.01 - mnozilac
43875 110110 - prvi parcijalni proizvod
000000 - drugi parcijalni proizvod
110110 - treéi parcijalni proizvod
110110 - getvrti parcijalni proizvod
101011.1110 - kona&ni proizvod

1.6.4. Binarno deljenje

Proces deljenja sli¢an je standardnom decimalnom deljenju. U sustini, binarno
deljenje je jednostavnije jer prilikom provere koliko puta se delilac sadrzi u deljeniku
postoje samo dve moguénosti: 0 ili 1. :

Primer 1.34. Analizirajmo deljenje broja (101110)s (=4645) sa (111)2 (= 710)-




101110 : 111 = 0001
LAY S
100

S obzirom da je delilac 111 veci od prva tri bita deljenika, prva tri bita koli¢nika su jednaki 0. Delilac je manji
od prva Cetiri bita deljenika. Tada je deljenje moguce, pa je Eetvrti bit koliénika 1. Razlika je manja od delioca tako da
uzimamo i naredni bit deljenika.

101110 :; 111 = 00011
111

1001
111
10

Razlika je manja od delioca, pa ponovo uzimamo naredni bit deljenika.

101110 : 111 = 000110
111

1001

111

100 ostatak

Sada je deljenik manji od delioca tako da je naredni bit koli¢nika jednak O pa je deljenje zavrieno.
Decimalna konverzija celobrojnog dela i ostatka pri deljenju daje daje 46/7 = 0001102 = 6, a ostatak je 100-
= 4y.

1.7. Zadaci

1. Koji decimalni ekvivalent odgovara najveéem binarnom broju koji se moZe izraziti sa:
a) 8 bitova; b) 16 bitova; c) 32 bita.

2. Izvrditi konverziju slede¢ih binarih brojeva u decimalne:
a)111010; b)10101111.101; ¢)110110110.

3. Izvrditi konverziju sledecih dekadnih brojeva u binarne:
a) 1946; b)2005; c)138; d)1998.

4. Izvr8i konverziju sledecih brojeva:
a)(764.7)s uheksadecimalni;
b) (F6D.C)ys u oktalni;
¢)(147.5)s u sistem sa osnovom 4.

5. Izviditi konverziju sledecih brojeva iz naznacene baze u decimalne:
2)(12021)s,
b)(4321)s,
C) (Ag 8)|3.

6. Prevesti iz jedne osnove u drugu:
6.1. (101022.12)s = (Mo
6.2. (1110110101.110), — (7%
6.3. (IF4.7hs = (72
6.4. (97613)), — (s
6.5. (1986.95)10 — (?)s
6.6. (IF4.7)s — (s
6.7. 576.2)s — (M
6.8. (136.7)s > (M2 = (Moo
6.9. (1ABE) 15=(?) s

7. Koji decimalni ekvivalent odgovara najvecem binarnom broju koji se moZe izraziti sa:
a) 8bitova; b)16bitova; ¢) 32 bita.




8. lzvrsiti konverziju sledecih binarnih brojeva u decimalne:
a)111010; b)10101111.101; ¢)110110110.

9. Izvrsiti konverziju slede¢ih dekadnih brojeva u binarne:
a) 1946; b)2005; c)138; d)1998.

10. Izvr$i konverziju sledec¢ih brojeva:

a)(764.7); uheksadecimalni;
b) (F6D.C); u oktalni;
c) (147.5)3 u sistem sa osnovom 4.

11. Konvertovati sledece binarne brojeve u heksadecimalni sistem:
1101001010111,1000100010001000,10010101110

12. Konvertovati sledece heksadecimalne brojeve u binamni sistem:

fff,fadffcl, 19a0c,101010.

13. Izvrsiti konverziju slede¢ih brojeva iz naznacene baze u decimalne:
a)(12021)s,
b)(4321)s,
c) (A98),2.

14. Izracunati u sistemu sa osnovom 2
(10000),
-(101),

15. Izraunati u sistemu sa osnovom §
(142.5)g
-(54.7)%

16. Izraunati u nazna¢enim osnovama

a.  (FO688)s
+ (679

(2A5)16
- (11B)ss

17. Izradunati u sistemu sa osnovom 2

1110100010.111
% 101.01

18. Izracunati u sistemu sa osnovom 7

(532.14),
* (35.5)

19. Podeliti u binamom brojnom sistemu
L0110 L1 ]
20. Za broj zapisan u decimalnom sistemu znamo da je paran ako i samo ako se zavrsava cifrom 0, 2. 4, 6,

ili 8. Da li postoji sli¢no pravilo koje se odnosi na brojeve zapisane u binarnom sistemu? Da li postoji
pravilo koje nam pomaze da brzo utvrdimo da li je broj zapisan u binarmom sistemu deljiv sa 4? !




2. PREDSTAVLJANJE PODATAKA U RACUNARU

Podaci se u raCunaru predstavljaju u razli¢itim formatima, zavisno od tipova
podataka koji se obraduju kao i od tipova obrade koji se nad njima primenjuju.
Zajednicko za sve formate je da predstavljaju podatke pomoéu niza binarnih cifara,
¢ije se generisanje zasniva na binarnom brojnom sistemu i binarnim kodovima.

Sve matematicke funkcije se mogu izraziti preko &etiri osnovne aritmeticke
operacije: sabiranje, oduzimanje, mnoZenje i deljenje. Ove operacije se mogu
izvriavati na tri nalina, kojima odgovaraju tri na¢ina predstavljanja brojeva: fiksni
zarez (fixed point), pokretni zarez (floating point) i binarno kodirani dekadni brojevi
(BCD - Binary Coded Decimals).

Aritmetika u fisknom zarezu se koristi kod problema kod kojih se podaci
predstavljaju sa fiksiranom pozicijom tacke osnove. Operacije u fiksnom zarezu se
mogu podeliti na celobrojne (kada je tacka osnove desno od broja) i operacije sa
razlomcima (tacka osnove je levo od broja). Aritmetika u pokretnom zarezu se koristi
za razlicita nauéno-tehnicka izraGunavanja. Aritmeticke operacije u pokretnom zarezu
se mogu podeliti na normalizovane i nenormalizovane.

2.1. Osnovne organizacione jedinice podataka

Bit (Binary Digit) je najmanja jedinica podataka. Jedan bit informacije daje
odgovor na pitanje: ta¢no ili neta¢no; 1 ili 0.

Bajt (Binary term-Bytes) predstavlja niz od 8 binarnih jedinica i nula:

1 byte = 8 bit = 2° bit.

Bajt prestavlja najmanju koli¢inu podataka u radunarskom sistemu koja se
moze adresirati i kojoj se moZe pristupati. Jedan bajt moZe da predstavlja dve cifre
dkadnog brojnog sistema ili jedan znak (karakteri). Znakovi mogu biti: alfabetski
(slova engleske abecede A do Z), numericki (cifre 0 do 9) i specijalni
(52 504.5,%,..).

Kilobajt (kB) predstavlja koli¢inu informacija od 1024 bita :

1kB = 1024 byte = 2'° byte.

Primetimo da 1kB nema 1000, ve¢ 1024 bajta. Razlog za to lezi u ¢injenici da
se za obradu podataka u racunaru koristi binarni brojni sistem (brojni sistem sa
osnovom 2), a ne dekadni brojni sistem (brojni sistem sa osnovom 10). Zbog toga se
za merenje koli¢ine informacija koriste stepeni broja 2.

Megabajt (MB) predstavlja koli¢inu informacija od 1024 kB:
IMB = 1024 kB=2"kB.
Gigabajt (GB) predstavlja koli¢inu informacija od 1024 MB.




Terabajt (TB) predstavlja koli¢inu informacija od 1024 GB.

2.2. Formati predstavljanja podataka

Svi podaci se prilikom registrovanja u memoriju ra¢unara svode na neki od
formata standardne duzine. Za standardne duzine formata koriste se neki uobicajeni
nazivi:

Naziv Duzina u bitovima
Bajt 8
Polure¢ 16
Rec 32
Dvostruka rec¢ 64

Osnovni tipovi podataka mogu biti: celi brojevi (integer), realni brojevi (real ili
float), znakovni tip podataka (character) ili logi¢ke vrednosti (logical, boolean).

2.3. Predstavljanje celih brojeva

Celi brojevi se obi¢no deklari$u kao podaci tipa integer. Svaki ceo broj se
predstavlja kao niz cifara sa znakom ili bez znaka. Ako za predstavljanje pozitivnih
celih brojeva koristimo n bitova, onda na taj na€in moZemo predstaviti brojeve iz
opsega [0,2"-1]. Medutim, potrebno je predstavljati i negativne brojeve. Pri tome
treba obezbediti sledece:

podjednaku distribuciju negativnih i pozitivnih brojeva,
jednostavnu detekciju znaka,

jedinstven prikaz nule, i

jednostavnu implementaciju aritmetickih operacija.

Obiéno se za kodiranje znaka broja koristi bit najvece teZine. Ako se broj 4 u
sistemu sa brojnom osnovom r predstavlja kao

A = (apy pa... Q10G0)r (2.1)

tada cifra znaka a,.; ima slede¢u vrednost:

e 0, |A]z0 (2_2)
M=, 40

Kod binarnog brojnog sistema (r = 2) to znaci

a ={0, |A=0 (23)
L B T

Ostale cifre predstavljaju ili pravu vrednost broja ili njen komplement. Postoje
tri natina za predstavljanje celih brojeva: oznacena vrednost broja ili znak-moduo,
nepotpuni komplement i potpuni komplement.

U memoriji raunara se za predstavljanje celih brojeva obicno koristi
standardni format jedne reci od 32 bita.




1]

T

Krajnji levi bit u binarnom prikazu predstavlja bit znaka (sign bit), i oznacen je
slovom s na slici. Ukoliko bit znaka ima vrednost 0, broj je pozitivan, a ukoliko ima
vrednost 1 broj je negativan. :

2.3.1. Prezentacija znak-moduo

Kod ove prezentacije se pozitivni i negativni brojevi razlikuju samo u bitu
znaka (kod binarnog brojnog sistema 0 za pozitivne i 1 za negativne brojeve).
Medutim, ovde se javlja problem zbog postojanja dva ravnopravna naéina za
predstavljanje broja nula. Praktiéno je moguée nulu predstaviti kao +0 i kao -0.
Takode se javlja problem i kod sabiranja brojeva razli¢itog znaka, jer se najpre mora
1zvrsiti poredenje apsolutnih vrednosti sabiraka da bi se odredio znak rezultata.

Primer 2.1. Binarni broj 100110 predstavljen sa 16 pozicija pri direktnom kodiranju predznakom
imaoblik1000000000100110.

2.3.2. Nepotpuni komplement

Nepotpuni komplement se jo$ naziva i komplement najveée cifre pa se kod
- | - - .y . il . s a
binarnog brojnog sistema jos naziva i jedinicni komplement.
Predstavljanje brojeva pomocéu nepotpunog komplementa sastoji se u
transformaciji prema sledecoj relaciji

4, A20
r"—1-| 4], 4<0

A—-)ANK={

gde je n ukupan broj pozicija koji je predviden za predstavljanje broja, ukljucujuci i
poziciju znaka, a r je osnova brojnog sistema.

_ Primer 2.2. Binarni broj —1001101011 predstavljen u 16 pozicija pomocu jediniénog komplementa
imaoblik1111110110010100.

Nenegativni celi brojevi (u opsegu od 0 do 2" -1, ako je za predstavljanje
upotrebljeno n bitova) se i dalje predstavljaju kao u binarnom pozicionom sistemu, tj.

A=0 ayafly3.-.. d1dg. (24)

Negativni brojevi se komplementiraju do najvece cifre (tj. do jedinice kod
binarnog brojnog sistema). Tako je negativni broj koji ima istu apsolutnu vrednost
kao gornji broj A predstavljen u binarnom brojnom sistemu kao:

A=1a, ,a, s..ad, (2.5)

ili, generalno,

A=[(r-1a,_,a, 5.-Gd, ), (2.6)

gde je g, =(-1-q,




Opseg negativnih 1 pozitivnih binarnih brojeva koji se mogu predstaviti u »
pozicija (zajedno sa pozicijom za znak) iznosi [-2"",2"" —1]
Nedostatak jediniénog komplementa je postojanje dva razliita koda za

vrednost 0 u binarnom sistemu, a to su: 00...0 (ako se 0 posmatra kao +0) i 11...1
(ako se 0 posmatra kao -0) .

Primer 2.3. a) (-959),0=(..99040)\¢

b) Ako se koristi 16 pozicija, nepotpuni komplement binamog broja (-11001110) jednak je
(1111111100110001 )g.

2.3.3. Potpuni komplement

Potpuni komplement se joS naziva i komplement osnove, pa je u binarnom
brojnom sistemu njegov naziv i dvojicni komplement.

Ako se pretpostavi da je broj cifara svakog broja D uvek jednak n, tada se
svaka celobrojna vrednost D se mozZe predstaviti u obliku sume

=1

D=3 dr.
i=0

Ako se nakon aritmeticke operacije generie rezultat koji ima veci broj cifara
od n tada se zadrzava samo n najznacajnijih cifara (LS cifara). U tom slucaju dolazi
do prekoracenja opsega.

Kod sistema komplement brojne osnove (radix complement system),
komplement D, n-tocifrenog broja D, se dobija oduzimanjem tog broja od r":

D=r"-D.
Na primer,
deseti¢ni komplement od 5 10-5=5 (r=10,m=1)
deseti¢ni komplement od 27 100-27=73 (r= 10, m=2)
deseti¢ni komplement od 146  1000-146=854  (r=10, m=3)

U opstem slucaju, ako se D nalazi izmedu 1 i 7" - 1, kao rezultat se dobija drugi
broj koji se nalazi u opsegu od 1 do " - I. Ako je D = 0, kao rezultat se dobija " $to
odgovara broju koji ima n+ 1 cifru od kojih je MS cifra (cifra na poziciji n) jednaké
1, a iza nje sledi # nula. S obzirom da zadrZzavamo samo n LS cifara, to znaci da se
nula kao broj ekvivalentno predstavlja nizom koji sadrzi n nula.

Kod binarnog brojnog sistema komplement brojne osnove se zove dvojicni
komplement (two's complement). Prezentacija pozitivnih brojeva kod dvojicnog
komplementa je ista kao i kod prezentacije znak-moduo, dok se negativni broj dobija
komplementiranjem prezentacije znak-moduo odgovarajuceg pozitivhog broja i
sabiranjem sa 1 na mestu LS pozicije.

Na primer, dvoji¢ni komplement od -43 se odreduje kao




+43 =0101011 - oblik znak-moduo
-43= 1010100 - oblik jedini¢ni komplement (nepotpuni komplement)
-43 = 1010101 - oblik dvoji¢ni komplement (potpuni komplement).

Kod dvojicnog komplementa, 0 je pozitivan broj i ima jedinstvenu
prezentaciju. Opseg brojeva koji se moZe predstaviti nalazi se u granicama 2" do
+(2""-1). Cesto je u toku izvodenja aritmetickih operacija potrebno konvertovati m-
tobitni broj u n-tobitni. Kod ovakvih situacija potrebno je prvo odrediti da li je n>m.
Ako je n veée od m dodaje se (n-m) nula posle bita za znak kod pozitivnih brojeva.
Kada je broj negativan, pridruzuje se (z-m) jedinica nakon cifre znaka. S obzirom da
smo dodali bitove koji su jednaki bitu znaka, ovo proSirenje zovemo znakovno
prosirenje (sign-extension). Alternativno, kada je n<m, mi obavljamo operaciju
znakovno odsecanje (sign-truncation), izbacivanjem m-n bitova koji slede iza bita
znaka. Operacija odsecanja bitova je vaZeca pod uslovom da su svi odseceni bitovi
identi¢ni kao 1 bit znaka.

Predstavljanje brojeva pomocéu potpunog komplementa sastoji se u sledecoj
transformaciji brojeva:
A, A20
r'-| 4|, 4<0

A—)Apxz{

gde je n ukupan broj pozicija koji je predviden za predstavljanje broja, ukljucujuci i
poziciju znaka, a r je osnova brojnog sistema.

Nenegativni brojevi se predstavljaju na isti nac¢in kao 1 ranije, dok se
prezentacija negativnih brojeva dobija tako S§to se najpre dobije nepotpuni
komplement a onda na mestu najmanje teZine doda 1.

Primer 2.4. Binarni broj —1001101011 predstavljen u 16 pozicija pomocu jedini¢nog komplementa
imaoblik1111110110010101. _

Na ovaj nadin se sa n bitova mogu predstaviti brojevi u opsegu od —2"" do
+2"L.]. Pri tome imamo jedinstven prikaz nule, a i izvodenje aritmetickih operacija je
pojednostavljeno.

U sledecoj tabeli je prikazano kodiranje brojeva kod prezentacije dvojicnog
komplementa 1 znak moduo. :

decimalni dvajitni komplement znak-moduo

- 1000 .
-7 1001 1111
1010 1110
1011 1101
1100 1100
1101 1011
1110 1010
1111 1001
0000 1000 ili 0000
0001 0001
0010 0010
0011 0011
0100 0100
0101 0101
0110 0110
0111 0111




Primer 2.5. Predstaviti - 4 <4 < 3 u sistemima komplementa dvojke 1 jedinice.
Resenje:
S obzirom na opseg brojeva koji se predstavljaju, dovoljno je uzeti n =3 pozicije.

| 4 3 2 1 0 -0 -1 -2 | -3
Komplement dvojke | 4. | 3 2 1 0 0 7 6 5
"X | o1l |oto] 001|000 |000 111|110 |101

Komplement i
jedinice |
|

Azl =3 2 1 0 7 6 5 4
X | ot1 [o1o] 001|000 | 111 | 110

Osobine sistema komplementa dvojke i jedinice (iz primera):
1. Reprezentacija 0:
1.1. u sistemu komplementa dvojke — jedinstvena
1.2. u sistemu komplementa jedinice — dve reprezentacije 0.
2. Opseg brojeva: '
2.1. u sistemu komplementa dvojke nije simetri¢an: [- grebatel 1)

2.2. u sistemu komplementa jedinice je simetrican: [- 22t 11

2.3.4. Komplement aritmetika

Veé smo ukazali da se operacija oduzimanja izvodi koriséenjem operacije
sabiranja ako (kada) se umanjilac "korektno" kodira. Posledica ovog pristupa u
odnosu na sloZenost ugradenog hardvera koji obavlja ovu operaciju u ratunaru je da
se jedinstvena hardverska celina, nazvana sabiraé, mozZe koristiti da izvrSi sve
aritmeticke operacije. Prilog ovome je svakako i to da se operacija binarnog
mnoZenja izvodi iskljuCivo sabiranjem, a operacija binarnog deljenja iskljucivo
oduzimanjem. Na ovaj nalin pojednostavljuje se, pre svega, proces projektovanja
bloka koji vri aritmeticke operacije, a zatim i hardver koji izvodi aritmeticke
operacije. Sagledajmo sada neke detalje koji se tiéu prezentacije brojeva a shodnb
tome i implementacije osnovnih aritmetickih operacija.

Aritmetika u prezentaciji znak-moduo

Negativni brojevi se mogu predstaviti na vise na¢ina. U svakodnevnom Zivotu
koristimo sistem znak-moduo (sign-magnitude). Sa ciljem da se pojednostave
aritmeticka kola kod ratunara se koristi sistem komplement broja, Nezavisno od
prethodne konstatacije, ukazimo prvo na slozenost izvodenja operacija sabiranja 1
oduzimanja kod brojeva u prezentaciji znak-moduo.

Kod sistema znak-moduo broj &ine dva dela, moduo i znak. Znak moze biti +
ili -, 8o ukazuje na pozitivan ili negativan znak modula. Ako ispred broja nema
snaka obitno to znadi da je broj pozitivan. Postoje dve moguénosti prezentacije nule
"+0" i "-0” koje imaju istu vrednost.




Kada se sistem znak-moduo koristi za predstavljanje binarnih brojeva, znak se
predstavlja jednim dodatnim bitom, kome je u okviru prezentacije broja dodeljeno
mesto MS bit pozicije. Kada je bit znaka jednak 0, broj je pozitivan, a kada je jednak
1, broj je negativan. Ostali bitovi u okviru prezentacije broja dodeljuju se modulu.
Shodno prethodnom, brojevi +123 1 -123 razlikuju se samo na MS bitu na sledeci
nacin

01111011, =+123
11111011, =-123

Sistem znak-moduo sadrzi isti broj pozitivnth i1 negativnih celobrojnih
vrednosti, koji se kod n-tobitnog broja nalaze u opsegu -(2"'-1) do +(2"'-1).

Kod aritmetike znak-moduo vrsi se poredenje znakova i modula operanada. Za
prezentaciju oba operanda i rezultata se koristi notacija D)= <s), m;>, Dy = <s3, m>> i
D, =<s,, m>, gde su D;iD, prvi i drugi operand a D, rezultat, pri ¢emu su s, 5315,
kao 1 m;, m, 1 m,, pripadajuci znakovi 1 moduli, respektivno. Kod oduzimanja brojeva
istog znaka ili sabiranja brojeva razliCitog znaka, znak rezultata se odreduje
poredenjem apsolutnih vrednosti operanada. Kod operacije mnoZenje (deljenje) vrsi
se mnozenje (deljenje) modula brojeva a rezultat je pozitivan ako oba operanda imaju
isti znak, a negativan kada su razli¢itog znaka. Uobicajeno se, kada je rezultat jednak
nuli, generise +0.

Aritmetika u prezentaciji potpunog komplementa

Kod sabiranja dva broja u dvojicnom komplementu koristi se binarna
aritmetika, a eventualni prenos na mestu za znak se odbaci i tako dobije rezultat u
potpunom komplementu. Sve dok opseg brojnog sistema nije premasen, dobijeni
rezultat sabiranja je korektan, ukljucujuci i znak.

Na primer, sabiranjem dva pozitivna broja generise se pozitivan rezultat.

0010 (+2)
+ 0100 (+4)
0110 (+6)
Na sli¢an nacin, kada se sabiraju dva negativna broja 1 ignori§uci bit prenosa
nakon bita za znak dobije negativna suma, ona je uvek korektna.

1110 (-2)
+ 1100 (4)
ignorisani prenos = 1 1010 (-6)

Ipak postoje situacije kada rezultat premasuje opseg brojeva, generisuéi uslov
poznat kao prekoracenje (overflow). Pravilo koje vaZzi je sledede: kod sabiranja dva
broja razliditog znaka nikad ne dolazi do prekoracenja. Ali, kada se sabiraju dva broja
1stog znaka Cija je suma veca od najveceg broja koji se mozZe predstaviti dobija se
nekorektni rezultat. Tako na primer, sabiranjem binarnih reprezentacija dekadnih
brojeva 4 i 5 un =4 pozicija dobija se negativan rezultat.




0100 (+4)
+ 0101 (+5)
1001 -7)

Sli¢na situacija se dobija sabiranjem binarnih reprezentacija negativnih
dekadnih brojeva -4 i -5 u n = 4 pozicija. Dobija se pozitivan rezultat dobija se
negativan rezultat.

1100 (-4)
. 1011 (-5)
ignorisani prenos = 1 0111 +7)
Uzrok pojave greske u ova dva slucaja je &injenica da se u n = 4 pozicija pomocu
potpunog komplementa mogu predstaviti dekadni brojevi iz opsega

[-2°, 21]=[-8,71.

Formalno pravilo za detekciju prekoracenja, pogodno za Coveka je sledece:
premasaj kod sabiranja uvek se javlja kada je znak sume razligit od znaka oba
sabirka. Projektanti radunara se za detekciju premaSenja koriste slede¢im pravilom:
ako je bit prenosa koji se prenosi u bit znaka razli¢it od bita prenosa koji se dobija
nakon bita znaka, tada se javlja premasaj.

Da bi ukazali na ovaj problem detaljnije analizirajmo sledece primere:

a) Izradunati razliku dekadnih brojeva 13 17 koristeé¢i potpuni komplement i 5
pozicija.

ferve prenos na mestu bita za znak
O O (EI)
11001 = (1)
100110  (+6) ¥ korektan rezultat
bit prenosa na izlazu

b)

0 <—————— prenos na mestu bita za znak

100601 - (:15)
11010  (-6)
j 01011 (+11) ¥ nekorektan rezultat

bit prenosa na izlazu

0 prenos na mestu bita za znak
10111 (9
00110 -(36)
11101 (-3) «— korektan rezultat

0
bit prenosa na izlazu =3




Najveéi broj elektronskih kola za oduzimanje brojeva u dvojicnom
komlementu ne obavlja oduzimanje direktno nego prvo komplementira umanjilac i
uzima njegov dvojicni komplement a zatim ga sabira sa umanjenikom koristeci
pravila sabiranja.

Da bi ukazali na razliku izmedu direktnog oduzimanja i sabiranja u dvoji¢nom
komplementu, analizirajmo sledeca dva primera: (i) direktno oduzimanje

0010 (+2)
-0100 (-4)
1100 : pozajmice
ignorisana pozajmica = 1 (-2)

(ii) sabiranje u dvojiénom komplementu

0010 (+2)
1100 dvojicni komplement od (-4)

000 < prenosi
1 518 (-2)

U slu€aju (ii) koriste se ista pravila za detekciju premasaja kao i kod sabiranja.

Primer 2.6. [zracunati
-101011+111011

pomo¢u potpunog komplementa, u brojnom sistemu sa osnovom r = 2, vrieéi aritmeti¢ke operacije u
m = 8 pozicija.

Refenje.

Potpuni komplement broja -101011 jednak je (11010101)PK. Sli¢no, potpuni komplement binarmog
broj% 111011 jednak je (00111011)PK. Sabiranjem potpunih komplemenata

(11010101)px
+ (00111011)px
~ 1 00010000

dobija se zbir (00010000)sx (zbog ignorisanja prenosa iz mesta najvece teiiné). Prevodenjem ove brojne
vrednosti iz potpunog komplementa dobija se binarni broj 10000,,

Aritmetika u prezentaciji nepotpunog komplementa

Sabiranje brojeva u nepotpunom komplementu odvija se tako sto se brojevi
saberu, a eventualni prenos na mestu za znak sabere sa cifrom najmanje tezine, i tako
dobije rezultat koji je takode u nepotpunom komplementu. Aritmetika u prezentaciji
nepotpunog komplementa se razlikuje od aritmetike u prezentaciji potpunog
komplementa po tome $to se eventualni prenos na mestu za znak sabira sa cifrom
najmanje tezine.

Primer 2.7. a) Prevesti dekadne brojeve 43,0159 0 u binarmni brojni sistem.

b) Predstaviti binarne brojeve koji su dobijeni u prvom zadatku u obliku nepotpunog komplementa, i
na osnovu toga izracunati

43 +59

pomodu mepotpunog komplementa, u brojnom sistemu sa osnovom r = 2, vrSeci aritmeticke
operacije u n = 16 pozicija.




a) Proces konverzije broja 4330 u binamni je sledeci:
43:2=21 ,ostatak |

21:22= 10 ,ostatak |

10:2= 5 ,ostatak 0 .

5:2= 2 , ostatak 1

2:2=1 ,ostatak 0

1:2=0 , ostatak 1

Shodno prethodnom,

43,,=101011,

Proces konverzije broja 5910 u binami je sledeci:
59:2=29 ,ostatak |

29:2= 14 , ostatak 1

14:2= 17 , ostatak 0

7:2= 3 , ostatak |

3:2=1 , ostatak 1

1:2=0 , ostatak 1

Odatle se dobija

59 =111011;

b) Nepotpuni komplement broja 43 u 16 pozicija jednak je (11 11111111010100)NK. Sli¢éno, nepotpuni
komplement binarnog broja 59 jednak je (000000000011101 1)NK. Sabiranjem nepotpunih komplementa

(1111111111010100)wk
+ (00000000001 11011 )k
I 0000000000001111

dobija se zbir (0000000000010000hx (zbog dodavanja prenosa iz mesta najveée tezine u mesto najmanje
teZine). Prevodenjem ove brojne vrednosti iz potpunog komplementa dobija se binarni broj 10000
Odgovaraju¢i dekadni broj je 161o. -

Primer 2.8. a) Izralunati 25-134 koristeci sistem sa osnovom 7 = 10, koristeéi m = 8 pozicija i
nepotpuni komplement.

b) lzradunati 25-134 koriste¢i sistem sa osnovom r = 10, koriste¢i m = 10 pozicija i potpuni
komplement.

a) 25=(00000025 )k
-134=(99999865)xx

Sabiranjem dva nepotpuna komplementa dobija se rezultat u nepotpunom komplementu: (99999890)xx.
Dekodiranjem nepotpunog komplementa za rezultat se dobija dekadni broj —109.

b) 25=(0000000025)rk

Sabiranjem dva potpuna komplementa dobija se rezultat u potpunom komplementu: (9999999891 )px-
Nepotpuni komplement se dobija dodavanjem broja (999999999)px (umesto oduzimanja broja 1).

(9999999891 )pxc
+ (9999999999 )k

Posle odbacivanja prenosa iz mesta najvece teZine, dobija se nepotpuni komplement (9999999890)nk-
Dekodiranjem nepotpunog komplementa za rezultat se dobija dekadni broj —109.




2.4. Zadaci

1. Izracunati dekadnu vrednost 25-134, koriste¢i potpuni komplement, brojni sistem
sa osnovom r = 2, koriste¢i minimalan broj pozicija.

a) Prevesti dekadne brojeve 15301 77,0 u binarni brojni sistem.

b) Predstaviti binarne brojeve koji su dobijeni u prvom zadatku u obliku
nepotpunog komplementa, i na osnovu toga izraCunati

-153 + 77

pomocu nepotpunog komplementa, u brojnom sistemu sa osnovom r = 2, vrseéi
aritmeticke operacije u m = 16 pozicija, koriste¢i nepotpuni komplement.

2. Izradunati 25-134 koristeéi sistem sa osnovom r = 10, koriste¢i m = 8 pozicija i
nepotpuni komplement.

3. Izralunati -25-134 koristeci sistem sa osnovom r = 10, koriste¢i minimalan broj
pozicija i potpuni komplement.

4. IzraCunati dekadnu vrednost -15-6, koriste¢i binarni brojni sistem, m=6 pozicija i
koriste¢i potpuni komplement.

5. Sledeci brojevi su dati u raznim osnovama. Osnova je naznadena u zagradi u
donjem indeksu nakon broja. Prevesti ih u decimalni sistem: (2102)s, (2102)4, (310),.

6. Dokazati (23014)s = (3250);,.
7. Odrediti zapis dekadnog broja 9012 u sistemu sa osnovom 7.

8. Konvertovati sledee brojeve u decimalni sistem: (563);;, (101101),, (23022)s,
(670)s.

9. IzvrSiti naznacene konverzije:
(12312)]0 = (?)3 (9999)10 = (‘))g (32768)10 = (9)2
10. IzvrSiti naznacene konverzije: (1209);, = (?)s (32334)5 = (?)s.

11. Zapisati slede¢e decimalne brojeve u binarnom sistemu: 0, 1, 10, 2, 4, 8, 128,
255,32768,1129.

12. Zapisati sledece binarne brojeve u decimalnom sistemu: 110110, 1010, 0, 1,
101010, 10101. '

13. Za broj zapisan u decimalnom sistemu znamo da je paran ako i samo ako se
zavrSava cifrom 0, 2, 4, 6, ili 8. Da li postoji sli¢no pravilo koje se odnosi na brojeve
zapisane u binarnom sistemu? A da li postoji pravilo koje nam pomaZe da brzo
utvrdimo da li je broj zapisan u binarnom sistemu deljiv sa 4?7

14. Koliko je bitova potrebno da bi se zapisao broj 254? A koliko za broj 1129?
(2) Konvertovati broj (72364723642703243423045); iz osnove 8 u osnovu 16.
(b) Konvertovati broj (36d2a2¢652bf45095ff),s iz osnove 16 u osnovu 8.




15. Konvertovati u decimalni sistem sledece heksadecimalne brojeve: 1, 10, 1a, ff,
10d, fad4.

16. Konvertovati u heksadecimalni sistem sledece decimalne brojeve: 65312, 4832,
33261, 415,22, 65535.

17. Konvertovati sledeé¢e binarne brojeve u heksadecimalni sistem: 1101001010111,
1000100010001000, 10010101110.

18. Konvertovati slede¢e heksadecimalne brojeve u binarni sistem: adffc1, 19a0c,
101010, ffff.

19. Pretvoriti brojeve 16 i -39 u zapis po 2-komplement (potpuni komplement) kodu
na 8 bita. Sabrati dobijene binarne brojeve 1 proveriti da li se dobija tacan rezultat —
23,

20. Brojevi se u radunaru predstavljaju u komplementu dvojke, na Sirini od 8 bita.
Neka se u osmobitnim lokacijama a i b nalaze brojevi 4 i B. Odrediti broj F' koji
sadr7i lokacija f nakon izvrSene operacije oduzimanja F=4-B i vrednost indikatora u
slede¢im slucajevima:

a) A=+1011101, B=+0110011;
b) A=+1011101, B=-0110011;
¢) A=-1011101,B=+0100010;
d) A=-1011101,B=+1010001;
e) A=-1011101, B=-0100010.

2.5. Osnovni tipovi podataka

2.5.1. Celobrojni tip podataka (tip INTEGER)

Podaci celobrojnog tipa pripadaju jednom Intervalu celih brojeva koji obuhvata
pozitivne i negativne brojeve i koji se obino oznacava na sledeci nain:

T := {minint, minint+1, ... , -1,0, 1, ,.. , maxint-1, maxint} .

Ovde je najmanji broj oznacen sa minint, a najveéi sa maxint (od engl.
maximum integer i minimum integer) pri cemu ove veli¢ine nisu fiksne veé zavise od
implementacije 1 prema tome variraju od racunara do racunara.

0Od nekoliko na¢ina binarnog kodiranja celih brojeva izdvoji¢emo metod punog
komplementa koji se najcesce sreée u praksi. Kod ovog postupka brojevi se binarno
predstavljaju pomoéu sledece n-bitne reci:

n-1 S 2 1 0
I i [ | = I l l = I e

Bit najstarijeg razreda oznacen sa S (sign) predstavlja predznak broja. Ako je
S=0 onda je broj nenegativan, a ako je S=1 onda je broj negativan. Nula se oznacava
sa nulama u svim bitovima:




0000 0000 0000 0000

Pozitivni brojevi se kodiraju kao standardni binarni brojevi kardinalnog tipa, pa
najveéi pozitivni broj, uz uslov §=0, ima binarni oblik

0111 111111111111

t.j. u opstem slucaju n-bitne re¢i imamo da je maxint = 2"'.1. Neka je Z dati ceo broj
1 neka je K binarna kodna re¢ kojom se predstavlja broj Z. Pozitivni ceo broj +|Z| i
negativni ceo broj -|Z| binarno se kodiraju na sledeci nacin:

Hzl: K" = (|2])
§e el = () 7], =(2-K),

Veli¢ina K se naziva puni komplement veli¢ine K', §to vaZi i u obratnom
smeru jer K* + K = 2". Na primer, neka je Z=15 (decimalno); u sluéaju 16-bitne reéi
brojevi +15 i -15 se binarno kodiraju na sledeci nacin:

+15: K = 000000000000 1111

-15: K =2"15= 100000000 0000 0000
- 0000 0000 0000 1111
= 111111111111 0001

Ovaj primer ilustruje sledeéi jednostavan postupak kojim se iz K odreduje K i
obratno:

(1) Odredi se obi¢an komplement polazne veli¢ine tako da se sve jedinice
zamene nulama i sve nule jedinicama.

(2) Na tako dobijeni obi¢an komplement doda se 1.
U prethodnom slu¢aju imamo sledeéu konverziju:
Polazni broj (+15) =0000 0000 0000 1111
Obican komplement =1111 1111 1111 0000
Dodaje se jedan +1
Potpuni komplement (-15) =1111 1111 1111 0001 -
koja se moze primeniti i u obrmutom smeru:
Polazni broj (-15) = 111111111111 0001
Obican komplement =0000 00000000 1110
Dodaje se jedan i
Puni komplement (+15) = 0000 00000000 1111

Medutim, prikazani postupak se moZe i dalje pojednostaviti. Razmotrimo
slede¢i primer:

Polazni broj (+320) 0000 0001 01000000
Obigan komplement 1111 111010111111




Dodaje se jedan +1
Puni komplement (-320) = 1111 111011000000
Lako je uo¢iti da je komplementiranje moguce vréiti neposredno na sledeci nacin:

(1) U polaznom broju uogi se sa desne strane poslednja jedinica iza koje slede
nule i polazni broj se ispred poslednje jedinice podeli na dva dela, levi i desni (pri
tome broj desnih nula moZe da bude i 0h:

0000 00010 | 100 0000
levi deo | desni deo

Polazni broj =

(2) Potpuni komplement dobijamo tako da u levom delu jedinice zamenimo
nulama a nule jedinicama, dok desni deo ostavimo neizmenjen:

_ 1111 11101 | 100 0000
Potpuni komplement = levi deo | desni deo

Ovim postupkom otpada potreba da se bilo 3ta raduna, veé se za svaki broj
moze direktno napisati njegov komplement. Tako na primer imamo sledece:
= 0000 0000 0000 0001
= (11111111111 1111
+32767 = 011111111111 1111 = maxint (za slu€aj » =16)
-32767 = 1000 0000 0000 0001 = -maxint

Imajuéi u vidu poslednji primer postavlja se pitanje koji je to broj koji se kodira sa
1000 0000 0000 0000,

jer ocigledno je da ga opisani neposredni algoritarh konverzije brojeva preslikava u
samoga sebe! Zbog vodece jedinice ovaj broj je negativan, a iznos mu je -32768 jer
ga mozemo dobiti oduzimajuéi 1 od -32767. Komplementiranjem dobijamo

10000000000000000-1000000000000000=:2“-2”==2”=:32768.

Ovo je ofito najmanji moguéi ceo broj kod 16-bitne masine (minint) jer ako
oduzmemo 1 ne dobijamo kao rezultat negativan broj (umesto -32769 rezultat je
+32767). Po analogiji sa ovim primerom u opstem sluaju n-bitne masine vazi minint
= . 2" tako da je raspoloZivi opseg celih brojeva - ot 27 <o | Pored toga
uoéavamo i &injenicu da se zbog nesimetrije veli¢ina minint 1 maxint postupak
neposrednog komplementiranja ne moze primeniti u sluéaju Z = minint.

Komplementiranjem nule dobija se opet nula, tj. ne postoji (kao kod nekih
drugih nacina kodiranja) pozitivna i negativna nula, vec je nula jedinstvena. Prema
tome, u slu¢aju primene punog komplementa imamo da je ukupna koli¢ina n-bitnih
binarnih kodnih rei rasporedena na sledeci nacin:




Ukupan broj pozitivnih brojeva .................
T ey 4 e et U e
Ukupan broj negativnih brojev

Ukupan broj n-bitnih kodnih reci

U nastavku razmotri¢emo nalin obavljanja osnovnih aritmetickih operacija
sabiranja i oduzimanja sa celim brojevima koji su kodirani pomocu punog
komplementa. Obavljanje ovih operacija kontroliSe se u radunaru pomocu dva
indikatora: to su indikator prenosa C (carry) i indikator prekoracenja V' (overflov).
Indikatori C i ¥ se redovno ugraduju kao dva bita u registru stanja procesora. Ako je
rezultat aritmeticke operacije ispravan, onda je =0, a u slu¢aju neispravnog rezultata
V=1. Prilikom sabiranja dva binarna argumenta generi3e se prenos (0 ili 1) iz svakog
razreda u naredni razred. Ovo ilustruje sledeéi primer sabiranja 16-bitnih brojeva:

Argument 1 1010 0011 1101 0001
Argument 2 01001001 11001011

Suma 1110 1101 1001 1100

Prenos u naredni razred : 0000 0011 1100 0011
Prenos iz zadnjeg razreda = C N p= prenos iz predzadnjeg razreda.

Pored opisanih operacija sabiranja i deljenja sa celobrojnim podacima se
obavljaju i druge uobidajene aritmeticke operacije. Operacija mnoZenja obavlja se uz
sadejstvo C i V indikatora na sli€an nadin kao i sabiranje. Interesantno je primetiti da
se mnoZenje binarnih brojeva svodi samo na pomeranje i sabiranje (t]. nije potrebno
poznavati tablicu mnoZenja, jer se mnoZi samo sa ciframa 0 i 1). To ilustruje sledeci
primer:

Dekadno mnozenje: Binarno mnozenje:
3%5=15 112101
11
00
11
1111

Pored mnoZenja vaZna je i operacija celobrojnog deljenja koje se vrSi sa
odsecanjem. Ako su a i b promenljive tipa INTEGER onda ¢emo podrazumevati da
vazi

alb=la/b]

Sto znadi da je 3/2 = 1, 8/3 =2, 999/1000 = 0, itd. Primenom celobrojnog deljenja
moze se lako realizovati i operacija moduo:

amodbd = a-(a/b)*b, a-(a/b)*b=0
= a-(a/b)*b +b, a-(alb)*b<0 .
Na primer, 8 mod 3 =2, (-8)mod 3 =-8+6+3 =9-8=1,(-8) mod 6 = 12-8 = 4.




Skoro bez izuzetaka, u svim programskim jezicima postoji jedan ili viSe tipova
podataka za rad sa celim brojevima koji obicno u nazivu imaju re¢ INTEGER.

Obi¢no postoji osnovni (standardni) tip INTEGER ili int, koji se zavisno od
realizacije odnosi na odredeni opseg celih brojeva. Nekad je to opseg koji odgovara
formatu jedne polu-reci ili formatu jedne redi. U odnosu na ovaj osnovni celobrojni

tip Cesto postoji mogucnost definisanja i drugih celobrojnih tipova koji se odnose na
neki kraéi ili progireni format.

2.5.2. Predstavljanje realnih brojeva

Realni brojevi se definisu kao tip podataka real (ponekad se naziva 1 float).
Realni brojevi se mogu predstaviti u obliku fiksne (nepokretne) tacke ili u obliku
pokretne tacke (floating point).

Fiksna ili nepokretna tacka

Realni brojevi su podskup skupa realnih brojeva. Za celobrojni 1 razlomljeni
deo realnog broja odvaja se konstantan broj binarnih mesta (bitova). Neka se bitova
koristi za reprezentaciju celobrojnog dela, a m bitova za reprezentaciju razlomljenog
dela broja.

n-1 n-2 0 -1 -m

L le [r =

Celobrojni deo realnog broja oznaden je sa ¢, dok je njegov razlomljeni deo
oznacen sa r. Bit oznacen sa s predstavlja bit znaka, i ima vrednost 1 za negativne
brojeve, a vrednost 0 za pozitivne. Maksimalna vrednost celobrojnog dela realnog

broja je C"" = 2" dok je minimalna vrednost razlomljenog dela jednaka 7min = 2
Brojeve manje od 7min racunar vidi kao 0, i nazivaju se masinska nula.

Primer 2.9. a) Izratunati732.029 - 1185.273, koristeci sistem sa osnovom 7= 10, m = 8 celobrojnih
mesta, n =3 razlomljenih mesta i potpuni komplement.

732.029=(00000732.029)ex
-3185.273=(99996814.727 )px-

Dobija se rezultat u potpunom komplementu (99997546.756)e«. Oduzimanje jedinice svodi se na
dodavanje njenog potpunog komplementa (99999999.999 )¢« Dobija se nepotpuni komplement
(99997546.755 K- Dekodiranjem nepotpunog komplementa dobija se rezultat —2453.244.

b) Izracunati732.029 - 3 185.273. koristeéi sistem sa osnovom = 10, m = 8 celobrojnih mesta, n = 5
razlomljenih mesta i nepotpuni komplement.

732.029=(00000732.02900)xx
-3185.273=(99996814.72699 )

Dobija se rezultat u nepotpunom komplementu (99997546.75599 k- Dekodiranjem nepotpunog
komplementa dobija se rezultat -2453.244.

Pokretna tacka

Numericke vrednosti ovog tipa se predstavljaju pomocu mantise (M) 1
eksponenta (E). Bit najvece teine i u ovom slucaju predstavlja bit znaka.

G E l M =




Obiéna taénost:

[31]30 23 22
Dvostruka ta¢nost:

[63]62 5251 0 |

Vrednost broja u pokretnom zarezu jednaka je V= (-1) xMxRE, gde je:

s — znak; M — mantisa, E — eksponent; R — osnova brojnog sistema.

Nedostatak reprezentacije realnih brojeva u obliku pokretne tacke je Sto se
svaki realan broj moZe predstaviti na vise nadina. Poznato je nekoliko formata realnih
brojeva. Normalizovani zapis ispunjava uslov

1>M 2 1/R.
Primer 2.10. Broj 137.145 se moZe predstaviti u obliku 0.00137145 x10% ili u obliku 13714.5 x10~.

Ovi zapisi se nazivaju nemormalizovani. Normalizovani zapis ovog realnog broja je 0.137145 E+2 =
0.137145 x10°,

Realni tip (float ili real)

Promenljive ovih tipova uzimaju za svoje vrednosti podskupove skupa realnih
brojeva. U programskim jezicima postoji vise vrsta podataka realnog tipa, koji se
razlikuju po tacnosti predstavljanja podataka.

Realni tip podataka obuhvata jedan konacan podskup racionalnith brojeva
ograni¢ene veliine i taénosti. Naravno, moze se odmah postaviti pitanje zbog Cega se
koriste nazivi "realni tip" i1 "realni broj" za nesto §to u opstem slucaju nije u stanju da
obuhvati ni iracionalne brojeve ni beskona¢ne periodi¢ne racionalne brojeve. Ipak, to
je terminologija koja je prihvacena u praksi i opravdava se time S$to je REAL tip
podataka koji se najblize pribliZava pojrau realnog broja. Sa druge strane, lako je
razumeti da su sve memorijske lokacije konaéne duZine, pa stoga i brojni podaci koji
se u njih smeStaju moraju biti konaéne duzine i tako po prirodi stvari otpadaju
iracionalni brojevi. Potrebe prakse nisu na ovaj nacin ni malo ugroZene jer se
dovoljna taénost rezultata moze posti¢i i sa veliCinama konac¢ne duzine. Tip REAL
najcesce obuhvata brojne vrednosti iz sledecih podintervala brojne ose:

| | | | | »
I I I I | L2

-maxreal -minreal 0 minreal maxreal

Ovde minreal oznafava najmanju apsolutnu vrednost, veéu od nule, koja se
moze predstaviti na ra¢unaru, a maxreal predstavlja najvecu apsolutnu vrednost.

Realni brojevi iz intervala (-minreal/2, minreal/2) se zaokruzuju i prikazuju
kao 0, realni brojevi iz intervala (-co, -maxreal) i (maxreal, +co0) ne mogu se
predstaviti u memoriji racunara, a -oo i +oo se kodiraju specijalnim kodovima.

Osnovna ideja raCunarskog predstavljanja realnih brojeva sastoji se u
koris¢enju sledece eksponencijalne predstave: R = (—I)S Mo s e R B s
E SEImx




Pri tome se broj R predstavlja pomoéu tri vrednosti: s, M i E. Jednobitna
vrednost s predstavlja predznak broja, M je mantisa i E je eksponent. Naravno, MiE
se kodiraju binarno. Ako mantisa uvek ima standardni oblik 0.16b. ..b, gde b € {0,1} 1
1/2 < M < 1 ili drugi standardni oblik 1.bb. ..b (tj. 1 < M < 2), onda se kaZe da je

mantisa normalizovana.

2.6. Predstavljanje nenumerickih brojeva

Kao nenumeri¢ki podaci najpoznatiji su znakovne vrednosti (character) i
logicke vrednosti (logical ili boolean).

2.6.1. Predstavljanje znakovnih vrednosti

U praksi se najvise koriste dva standardna koda za predstavljanje znakovnih
podataka: EBCDIC (Extended Binary Coded Decimal Interchange Code) i ASCII
(American Standard Code for Information Interchange), koji predstavlja americku
verziju medunarodnog koda ISO7. ASCII skup znakova Cine:

Velika i mala slova engleske azbuke: {a,b, ..., Z,A,B,C, ... Z}
Dekadne cifre: {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
OperaCioni i Specua]r“ ZnaCl‘ {+,‘*,f,>,=,<,!,b]ankO,I,",#,$,%,A,&,,,@,-,:,,,,;?,{,},[,],"“', T:l's'_)}‘

ASCII tabela - American Standard Code for Information Interchange

Bits | 0 16 32 48 | 64 80 9 | 112
b7 0 0 0 0 0 0 0
Ascii tabela b6 0 0 ) 0 1 1 1 1
b5 0 0 1 1 0 0 1 e
b4 0 1 0 1 0 1 0 1
by | b | bi | by
0 0 0 0 0 {NUL|DLE| SP 0 @ P ¢ P
1 0 0 0 1 {SOH|DCL| ! 1 A Q a q
2 0 0 1 0F IISTX L DC2 [ 2 B R b T
3 0 0 1 1 |ETX|DC3| # 3 & S € ]
4 0 1 0 0 {EOT|DC4| $ 4 D T d t
5 0 1 0 1 |ENQ |[NAK| % ) E U e u
e 1 0l T | O ACK [SYN|E& =6 oF V=8 BN
7 ] ] 1 BB ETBs= 7 G | W g W
g }°1 10| 0 o 4Bsjcan] g-l Hapbasboh ok
0 b g0 Teorebolo ) BEEEMA ) 9 (i i key
10f 1 0 1 0 { LF [SuUB| * J z j z
11 1 0 1 1 Ve ESCalis o / K [ k {
S L] 000 LEEds s alst- ey el
En 1 0 1 CR | GS| - = M ] m }
14 1 1 1 0 SO | RS ; > N 0 n ~
15 AV EEEE o




Kontrolni znaci: DEL (brisanje), STX (start teksta), ETX (kraj teksta), ACK
(potvrdivanje), HT (horizontalni tabulator), VT (vertikalni tabulator), LF (kraj reda),
CR (prelaz u novi red), NAK (negativna potvrda), SYN (sinhronizacija pri prenosu),
ETB (kraj prenosa), FS (separator datoteke), GS (separator grupe) 1 RS (separator
zapisa).

Na primer, znak 4 predstavlja se ASCII kodom 01000001, = 651,.

Danasnjom internacionalizacijom upotrebe racunara, problem predstavljanja
raznih lokalnih znakova (nasa dirilica 1 latinica, ruska 1 grcka slova, kao i
dalekoisto¢ni simboli) re$en je uvodenjem UNICODE rasporeda koji ima 16 bita 1
njime je moguce predstaviti 216 = 65536 karaktera. Trenutno je ovo dovoljno za
predstavljanje svih lokalnih karaktera u oblastima na planeti gde se koristi
informaciona tehnologija.

U sledecoj tabeli date su izmene koje vaze u nasoj verziji ISO 7 koda (YUASCII).
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EBCDIC skup znakova

Kao i u prethodnoj grupi ASCII znakova od 1 do 3, plus kontrolni znaci koji
izvrSavaju kontrolne funkcije (razlikuju se imena u odnosu na 4 grupu znakova).
Postoje skupovi znakova koji se koriste za specijalne aplikacije. Mnogi racunarski
graficki sistemi koriste skupove znakova za manipulaciju tackama 1 linijjama na
katodnoj cevi. Tako se koriste specijalni znaci za rotaciju, translaciju, povecanje ili
smanjenje slike na ekranu. Neki znaci, kao APL, pored skupa EBCDIC i ASCII
znakova, ukljuuju 1 neka gréka slova 1 matematicke simbole.




EBCDIC tabela — Extended Binary Coded Decimal Interchange Code
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2.6.2. Predstavljanje logickih vrednosti

Logicki podatak je struktura podataka koja moZe uzeti vrednosti istina (true) i
laz (false). Ovakvi podaci se obi&no binarno predstavljaju tako Sto memorijska re¢
popunjena jedinicama oznatava false, a svi drugi sadrzaji true. Kao 3to postoje
operacije za aritmeticke podatke (kao sabiranje, oduzimanje, mnoZenje, itd.), postoje
operacije za logitke podatke. Tri najéeSée logiCke operacije su: presek, unija 1
negacija, i najéesce se prikazuju operatorima A, v, ~, respektivno.

Ako su X i Y logitke promenljive, tada se operatorima A, v, - definiSu logicke
operacije:

A Rezultat XAY je istinit (true) ako i samo ako X i Y imaju vrednost istina
(true); u suprotnom rezultat je neistinit (false).

v Rezultat XvY je neistinit (false) ako X i ¥ imaju vrednost neistinitu (false);
u suprotnom rezultat je istinit (frue).

—  Rezultat —X je istinit (true) ako je X neistinito (false) i rezultat —X je
neistinit (false) ako X ima vrednost istinitu (#rue).

Izrazi sa logickim operandima nadgraduju se izrazima poredenja, koris¢enjem
relacionih operatora <, <, =, *, >, > u njima. Logicke promenljive koriste se vrlo
Eesto da prikazu vrednosti kompleksnih logickih izraza, npr. (a<bAac<d)v(a<c
A d < b). Takode, logicke promenljive mogu se koristiti u zadavanju zavr$nih uslova
unutar petlje u programskim jezicima.

Definicija logickih operatora A, v, — prikazana je u sledecoj tabeli:




Forma memorijskog prikaza logi¢kih vrednosti zavisi od prevodioca, tj.
kompajlera ili interpretera, i krece se od jednog bita do pune masinske reéi.

Logicki tip podataka

Logicki tipovi podataka postoje kao osnovni tipovi podataka u svim novijim
Jezicima. Obi¢no nose naziv LOGICAL (FORTRAN) ili BOOLEAN (Pascal, Ada).
Obuhvataju samo dve vrednosti true i false, nad kojima su definisane osnovne
logicke operacije not, and, or i xor.

Takode, vaZi i uredenost skupa vrednosti ovog tipa tako da je false < true.

Logicki tip podataka je prosti tip podataka koji obuhvata samo dve vrednosti:
T:={vi,v2}. Veli¢ina v, oznaCava istinitosnu vrednost neistinitog iskaza, dok je v,
1st1mtosna vrednost istinitog iskaza. U programskim jezicima se koriste dva nacéina
oznacavanja istinitosnih vrednosti logickih iskaza. U prvom sludaju se tezi da se
onemogucl da se sa vy i v, obavljaju aritmeticke operacije i tada se obiéno uvode
sledeée specijalne simbolitke oznake:

vi=false (illivi=F), v>=true (ili v;="T).

Drugi na€in, koji redovno ima za cilj da omoguéi aritmeti€ke operacije
logickim veli¢inama, zasniva se na numeri¢kim vrednostima

V1=0, v2=1.

Ako Zelimo da promenljive a, b, ¢ budu u nekom programu definisane kao
promenljive logickog tipa onda to specificiramo iskazom

DEFINE a,b,c : LOGICAL .

Podrazumeva se da se na sve konstante i promenljive logickog tipa mogu
primenjivati osnovne logi¢ke operacije negacija (not), konjunkcija (and) i disjunkcija
(or), za koje vazi

not (false) =true, not(true) = false
false and false=false, false and true=false, true and false=false, true and true=true
false or false=false, false or true=true, true or false=true, true or true=true.

Pomoéu ovih osnovnih operacija lako se realizuju sloZenije operacije
ekskluzivne disjunkcije, ekvivalencije, Pirsova funkcija, Seferova funkcija i
implikacija:

x ® y=eor(x,y) =(not(x)and y) or (x and not(y))

X ~y=-equ(x,y) =not(eor(x,y))=(x and y) or (not(x) and not(y))

x ¥ y=nor(x,y) =not(xory)




x | y= nand(x,y)= not(x and y)
X —y = imp(x,y)= not(x and not(y)) = not(x) or y.

Podrazumeva se da primenom relacionih operatora =, #, >, <, > i < dobijaju
veliine logickog tipa. Na primer, (x = y) € {true false} , pri ¢emu relacija x = y
uzima vrednost true ako se u lokacijama x i y nalaze iste vrednosti (x i y mogu biti
bilo kog, ali istog tipa), a false ako se ustanovi da se sadrZaji lokacija x i y razlikuju.
Ponekad se desi da programski jezik ne poseduje logi¢ki tip promenljivih, ili da je
pogodno da se logicke operacije primenjuju na numericke podatke. U tom slucaju
mogu se negacija, konjunkcija i disjunkcija izraziti pomocu aritmeti¢kih operacija na
sledeéi nacin:

X=l-x, xAy=x-y, xvy=x+y-x-y, xye{0l}.

U programiranju se Cesto raspolaZze samo sa ograni¢enim skupom simbola, pa
je u takvim sluCajevima uobicajeno da se relacioni operatori # , > i < oznacavaju
respektivno sa <>, >= j <=,

Izrazi u kojima se primenjuju logi¢ke promenljive i konstante nazivaju sg
logicki izrazi. Ako se Ioglcke konstante oznacavaju sa false i true onda
podrazumevamo da svi izrazi moraju biti sacinjeni striktno od logi¢kih veli¢ina. Ha
primer, izraz z := (x>0) and ( (y=1) or (¥<0) ) je korektan pri éemu se podrazumeva
da su x 1 y celobrojne ili realne veliéine, a z je veli¢ina logickog tipa. Podrazumeva se
i da su neispravni meSoviti izrazi u kojima se koriste veli¢ine true i false pomeSane sa
numerickim konstantama i aritmetickim operacijama. Na pr., nije definisan izraz
4*false + 2*true + true, ali izraz 4*(x>0) + 2*(3>0) + (z2>0) , koji je takode besmislen
kod logickih konstanti false i true, u sludaju numeri¢kog kodiranja T={0,1} redovno
ima 1 smisla i1 upotrebnu vrednost kao generator veli¢ina 0,1,2,3,4,5,6,7.

3. BULOVA I PREKIDACKA ALGEBRA, LOGICKA 1
PREKIDACKA KOLA

......

osnovu koristi Bulovu (Boolean) algebru. Zbog vaZnosti prekidacke algebre kod
projektovanja ne samo racunara, nego i komunikacionih sistema, sistema upravljanja
i bilo kojeg drugog sistema koji zahteva ili koristi digitalnu tehnologiju, veoma je
vazno da se razume znacaj ove algebre.

U ovoj glavi definisacemo osnovne pojmove koji se odnose na Bulovu algebru
i njen podskup -prekidacku algebru.

3.1. Osnovni postulati i teoreme

Algebra se definise skupom iskaza koji se prihvataju kao ¢injenice. Ove iskaze
nazivamo aksiomima ili polsulatima algebre. Jedan od ciljeva matematicara je da




izvrSe redukciju broja potrebnih postulata kojim se definiSe algebra na minimalan
konzistentan skup.

Sestorka (B, + , =, —,0,1 ), gde je:

e B skup elemenata ili konstanti algebre,

e +1°dva binarna operatora a simbol ~ unarni operator,
e 01 1 surazliditi elementi skupa B,
naziva se Bulovom algebrom ako su ispunjene sledece aksiome:

1. Zatvorenost: za svaki element a i b iz skupa B vazi

(B1) a+bjeelement B, i
(B2) a-«bje element B.

2. Postojanje neutralnih elemenata za operacije + i
(B3) ZasvakoaeBvazi0+a=a+0=aqa,i
(B4) ZasvakoaeBvazil ca=ag-+l=aqa.

. Komutativnost i asocijativnost: za sve elemente a, b i ¢ u skupu B vazi

(BS) a+b= b+a, (B6) (@a+b)+c=a+(d+c)
(B7) a*b=b-a. (B8) (@a*b)*c=ac*(b*c)

4. Distributivnost za sve elemente a, b 1 ¢ u skupu B vazi
(B9) a+« (btc)=ac*btasc
(B10) a+(b* c)=(a+b)*(atc).

Postojanje inverznog elementa: Za svaki element a iz skupa B postoji u B
element G, takav da vazi

(Bll) a+a =1
(B12) a *a =0.

6. U skupu B postoje najmanje dva razli¢ita elementa, tj. 0 # 1.

Termini binarni operator 1 unarni operator odnose se na broj argumenata koji
su ukljuceni u operaciju: dva ili jedan, respektivno.

Bulov izraz se rekurzivno moze definisati na sledeéi nacin:

e 011 jesu Bulovi izrazi
e x;je Bulov izraz, za svako x;eB.
¢ ako su E), E; Bulovi izrazi, tada su (£;), £, + E, E\* E,, E, takode Bulovi
1Zrazi.
L. X1 +xx3 +xexsx, + (x+x,) je validan Bulov izraz.
2. (((x1) + (x2x,)) nije validan Bulov izraz, zato 8to nije isti broj otvorenih i
zatvorenih zagrada.




3.2. Neki primeri Bulovih algebri

U ovom poglavlju dac¢emo nekoliko primera Bulovih algebri.

Primer3.1. (dlgebra partitivnog skupa) Neka je X bilo koji skup i P(X) njegov odgovarajuéi partitivni
skup (skup svih podskupova skupa X). Struktura (P(X), U, N, =, (), X) je Bulova algebra. Pri tome operacija
a predstavlja komplement od @ u odnosu na X tj @= X\{a}, operacija U predstavlja uniju dva skupa,

operacija N predstavlja presek skupova, dok () predstavlja oznaku za prazan skup. Ovako definisane
operacije zadovoljavajuaksiome Bulove algebre.

Primer 3.2. (Dvoelementna Bulova algebra) Ako je X = {x} jednoelementni skup, skup P(X) se
redukuje na skup {0, 1}, gde je 0= i 1 = X. Ovakva Bulova algebra naziva se dvoelementna Bulova algebra i
dogovorno se oznatava sa 2. Operacije U i M oznadavaju se sa + i , respektivno, i date su u sledecoj tabeli:

] x+y

Ako 0 i 1 identifikujemo kao"netaéno" i "taéno" respektivno, tada Bulove operacije mogu biti konjukcija,
disjunkcija i negacija.

Primer 3.3. Prekidackaalgebra je Bulova algebra kod koje je broj elemenata u skupu B jednak 2.
Binamni operatori koji se predstavljaju znacima + i * nazivaju se OR (ili v) i AND (ili A), tj. ILI i I,
respektivno, dok se unarni operator koji se predstavlja znakom ~ naziva NOT (ili =), tj. NE, ill operator
komplement. Napomenimo jo§ da se najéei¢e proizvodi tipa a+h piSu kao ab, izostavljajuéi ali
podrazumevajuéi operator «. Ako je B prekidatka algebra, otigledno je B ={0,1}={L,T}. Operacije
definisane su tabelom

XAY

U sledecoj tabeli je prikazana veza izmedu Bulove algebre, algebre partitivnog
skupa i prekidacke algebre.

Podskupovi skupa

Bulova algebra

U

Prekidacka algrbra

%V

XY

xXVvy

Xy

XY

XAY

X

=X

0

1

X
0
1

ekvivalencija

To znaci da se iz opste Bulove algebre dobijaju njeni parcijalni sluajevi
koriScenjem sledecih smena:

1. uskupovima: (+ = V), (* > N), (a > A=4), (0> { }=0), (1 = V)
2. u matematic¢koj logici: (+ > V), (* 5> A), (7 =2 7), (0> F), (1> T)
3. prekidacka logika: Bulova algebra na skupu B={0, 1}




3.3. Osnovna tvrdenja Bulove algebre

Definicija 3.3.1. Ako je 4 Bulov izraz, pod dualnim Bulovim izrazom A*
podrazumevacemo Bulov izraz koji se dobija kada se u 1zrazu 4 operacije + zamene
operacijama °©, operacije ¢ zamene operacijama +, a konstante zamene njihovim
komplementima.

Sledeéa teorema, koja se naziva princip dualnosti, omogucava da se bilo koje
tvrdenje iz Bulove algebre automatski primeni i na njegov dualni izraz.

Teorema 3.3.1. (Princip dualnosti.) Ako iskaz 4 zadovoljava aksiome Bulove
algebre, tada 1 njegov dualni iskaz A takode zadovoljava aksiome Bulove algebre.

Pokazacemo nekoliko osnovnih teorema Bulove algebre:

Teorema 3.3.2. Zakon idempotencije (zakon nevazZenja stepenovanja)
VYaeB= (1) aeta=a
(i) a*a=a

Dokaz:

(i) ata =(a+a)°1l prema (B4)
=(a+ta)*(a +a) prema(Bl1)
=a+ta*a prema (B10)
=a+0 prema (B12)
=a prema (B3)

(1) ara=a*a+0 prema (B3)

=aqae*aq ta *a prema (B12)
=a*(a +a) prema (B9)
=qg-°1 prema(Bl11)
=q prema (B4)

Teorema 3.3.3. U Bulovoj algebri, komplement elementa a (u oznaci a) je
jedinstven.

Dokaz: Pretpostavi¢emo suprotno: da ipak postoji jo$ jedan element b # a, koji
predstavlja inverzni element elementa a i koji, prema tome, zadovoljava a+b =1 |
a*b=0.

b=b-1 (B4)
=be(ata)  (Bl1)
—beathea (BY)
—a+b+a-b (BT)




=0+a-b po pretpostavci

=a*a+tda*b {(Bl2)
=gea+qrh (B7)
=a(a+b) (B9)
=ael po pretpostavci
=@ (B4)

Dakle, dobijena je protivure¢nost, pa je inverzni element jedinstven.

Teorema 3.3.4. Zakon involucije operacije negacije, tj. zakon dvojne negacije.

VaeB= @ =a.
Dokaz:
Na osnovu aksioma o inverznom elementu, dobijamo:

ata=ata=1

o

d*a—ava-=

Ako uzmemo da je x = a@ , tada je, prema aksiomu o inverznom elementu, a = ¥, a
otuda dobijamoa = a.

Teorema 3.3.5.
YaeB= 1) atl=1

(i) a-+0=0

Dokaz.

(1) at+l=(atl)1 (B4)
at+1l=(tl)e(a+a) (Bll)
at+l=a+l+a (B10)
a+l=a+a (B4)
atl=1 (B11)

(il) Prema principu dualnosti, 1li:
a*0=(a* 0)+0 (B3)
a*0=(@*0)+Ha-a) (Bl2)

a*0=a-*(0+a) (B9)
a*0=a-a (B3)
a*0=0 (B12)

Teorema 3.3.6. De Morganova Teorema.
Va, beB= (i) a+b=a*b
(i1) ab=a+b

I




Dokaz:
(1) PokaZimo najpre
atb+ @b =1
(@tb)ca*b =0
Zaista,
atb+ geb =(a+b+a)*(a+b+b) (B10)
=b+1) e (a+]) (B11)
(Teorema 3.1.5.)

(B7)1(B9)
(B7)1(B12)
(Teorema 3.1.6.)
Kako vazi (3.1) i (3.2), koristeéi aksiom o inverznom elementu, jasno je da
vazi relacija (i).
(ii) Prema principu dualnosti.

Teorema 3.3.7. Opsta De Morganova teorema.

VoeB i=1,..n= (1) xtx+--3% = % *%

Dokaz: Tvrdenje se dokazuje principom matematicke indukcije.
(1) Sluéaj n =2 je dokazan u prethodnoj teoremi.

Pretpostavimo da teorema vazi za slucaj n = m>2. Dokazaé¢emo da je tada tacna
i za n = m+1. Zaista, neka je z=x, +x, +---+x,. Prema prethodnoj teoremi, dobijamo

Z=X

m+l "

Z+Xx

mil =
Zamenom odgovarajuce vrednosti za promenljivu z dobija se Zeljeni rezultat.

(i1) Ovaj deo teoreme se moze dokazati metodom indukcije. Za slucaj (n = 2)
moZe se koristiti dokaz prethodne teoreme ili tabela

X2 ([ Xi1%X2] XX,

0

0
0
1

Znaci, zan =2, vazi

Neka teorema vazizan=m, tj.




gde je m>2. UoCimo izraz

Zamenom vrednosti z u izrazu

=Z+X

m+1

2%

i primenom induktivne hopoteze, dobija se

5oXyg Xy = F TERELEX

2 m+l i+l

¢ime je teorema dokazana.

De Morganova teorema igra veoma znacajnu ulogu kod projektovanja hardvera
radunara. MoZe se upotrebiti u simplifikaciji logickih izraza.

Primer 3.4. Koriste¢i De Morganovu teoremu i neke od rezultata pojednostaviti sledece iskaze:

a) X+y(z+ wj,

b) [F(y+2)](y + WE)(x +2).

Odgovor:

a) X+ p(Z+w) =Xy(E+w)
=X(F+Z+w)
= X(F+zIwW)

x(y+2zw)

Xy 4 xzw

b) [F(y+2)](y+wE)(x+2) = R +2)+y+WE+X+2

—_—

=X+y+z+ywi+xz
=x+y+z+yW+2)+3Z
=x+y+z+yW+z)+3Z
Teorema 3.3.8. Zakon apsorpcije.
Va, be B> (i) a+tab=a
(i) a(@+b)=a

Dokaz:
(i) atab =a+1+ab (B4)
=qa+(1+b) (B9)
=q-e]| (14+b = b, Teorema 3.3.5)

=




(11) Prema principu dualnosti, ili
a*(a+b)= (at0) (a+b)=at+0sb=a+0=0.
Teorema 3.3.9. Zakon saZimanja.

Va,be B= (i) ab+ab =a
(1) (atb)atdb)=a
Dokaz: Dokaz se izvodi direktnom primenom aksiome o distributivnosti i
aksiome o inverznom elementu.

(1) ab+ab=a(b+b)=a-1=a

(1) (a+b)a+b)=a+b-b=a+0=a.
Na drugi nacin, ovo tvrdenje se moZe dokazati mnoZenjem:

(a+b)a+b)=a-a+a-b+a-b+b-b

=a+a-b+a-b=a+a-(b+b)=a+a-l=a+a=a
Teorema 3.3.10. Ako je ¥=jytada jex=y.
Dokaz: x=x-1=x-(y+7)=x-(y+%)=x-y+x-T=x-y+0=x-y.
y=x-l=x-(y+yp)=x-(y+x)=x-y+x-X=x-y+0=x-y.
Teorema 3.3.11. (i) 0=1
(B =1

Dokaz: (i) Prvi naéin:

Za proizvoljno xeB vaZi

Drugi nadin:
Na osnovu Teoreme 3.3.5. dobija se
0+1=1, 0.1=0.
Treéi nac¢in: Koristeéi aksiome (B3) i (B11) dobijamo
0=0+0=1
Primer 3.5. Pojednostaviti slededi izraz:
(@b+ac)a+b)a+7c).

Odgovor:

(@b+ac)(a+b)a+¢)= (@ba+abb +aca+ach)(@+¢)

= acad + acac + acha + acht
=0+0+0+0
=0




Primer 3.6. Sta se dobija komplementiranjem izraza a +b(¢ +u¥) ikakav se zaklju¢ak na osnovu dobijenog
rezultata moZe izvesti?

Odgovor: Kada se izraz a + b(c + uv) komplementira imacemo

a+b(c+uv)= ab(c +uv)
= a(b +cuv)
= a(b +c(ii +v))

ZakljuCujemo da se komplementarnost izraza dobija zamenom +(OR) sa * (AND) i
obrnuto, i zamenom elementarnih izraza njihovim komplimentima.

3.4. Prekidacka algebra

Ako na skupu B = {0,1} definiSemo operacije v (umesto +), A (umesto *) i
na sledeci nacin:

| A 1
1 0 0
: I I

disjunkcija konjunkcija negacija

tada se mozZe pokazati da skup B zajedno sa navedenim operacijama zadovoljava
aksiome Bulove algebre. Bulova algebra na skupu od dva elementa naziva se
prekidacka algebra. Napomenimo da ¢emo nadalje u tekstu podrazumevati da radimo
sa prekidackom algebrom, tj. da je B = {0,1}.

3.4.1. Prekidacke funkcije i izrazi

Ako na skupu B definisemo preslikavanje
8 2B
tada se preslikavanje f naziva prekida¢kom funkcijom (jo$ i Bulovom ili logi¢kom
funkcijom). Elementi skupa B" su uredene n-torke
g ), neB

koje nazivamo vektorima ili slogovima ili tackama. Takvih uredenih n-torki ima
ukupno 2".

Pod prekidackim izrazom podrazumevamo izraz koji se dobija primenom
konacnog broja puta operacija v, A, ~ nad promenljivama i konstantama iz skupa B.

3.4.2. Zadavanje prekidackih funkcija

Kako prekidacke funkcije imaju konaénu oblast defnisanosti, one se mogu
zadavati u obliku liste svih slogova sa odgovarajuéim vrednostima funkcije na tim
slogovima. Ovakve liste nazivamo istinitosne ili kombinacione tablice. Opsti oblik
Jjedne takve tablice dat je na slici 3.4.1.




f
10,0, ., 0)
f0,0,.., 1)

s B 1)
Slika 3.4.1. Opstioblik kombinacione tablice

Funkcija moZe da ima vrednosti 0 ili 1 na pojedinim slogovima, ali se mogu
Javljati i nedefinisane vrednosti (5to se obiéno oznacava sa x ili *, a tumadi tako da
funkcija na tom slogu moze biti jednaka 0 ili 1).

Osim pomenutih nacina zadavanja funkcije u upotrebi je i analiticki oblik
zadavanja funkcije. Kao i kod svih ostalih matemati¢kih funkcija, i ovde se funkcije
mogu zadati u implicitnom ili u eksplicitnom obliku. Jasno je da kod funkcija sa
ve¢im brojem promenljivih (n>5) zadavanje tablicom postaje nepregledno, pa se
analiticko zadavanje jedino i primenjuje. Naravno, analiticko zadavanje funkcija se
Cesto primenjuje 1 kod funkcija sa manjim brojem promenljivih.

Sledi istinitosna tablica za Bulov izraz xv(xv y).

xXVy (xvy) xv(xvy) xv(xvy)
1 1 0

0
1
1
4

korak

Iz tabele se moZe se uoCiti jednakost xv{xvy)=%ay, jer je poslednja kolona
jednai(a istinitosnoj vrednosti izraza ¥Ay. Ova ekvivalencija moze biti dokazana
pravilima Bulove algebre.

IVEVY)=IAEVY)=XAVY)=FA)VEAY)=IV(EAY)=TA Y.
Primer 3.7. Odredi istinitosne tablice za sledece funkcije:

Ay 2)=xAayv XAV YIAZ
R2&y.)=3vynz

Odgovor:

S (xy.2) S Geyz)
1

e

1

1
1
1
0
0
1

— ] O OO S =
(P = = e Y
=IO = Ol = O —| oM
—l— === o~

0

Primer 3.8. U tabeli su izlistane sve moguée funkcije od dve promenljive i dodeljena su imena nekim
karakteristi¢nim funkcijama.
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L]

<o

o

—
g

funkcija

0

XAY

XAy

X

X AY

}J

XAYVIANY

ExOR

x+y

OR

xXVvy

NOR

XAYVIAY

ekvivalencija

b
xvy
x

xvy
XAy
1

implikacija
NAND

=l = | DO == | D= =~

— == —lo|o| o] o —=|—|—|—|o|c|o|a
u—-_@-—O-—nC}mO—Q-—-O—@-—oO

3.4.3. Osobine nekih prekidackih funkcija

Sto se tice funkeija koje zavise od samo jedne nezavisno promenljive, osim
identicke funkcije f{x) = x, interesantna je NOT funkcija &ija je kombinaciona tablica
prikazana na slici 3.4.2.

x | AND OR
0 0 0
0
1

0 1

0 1

1 1 1 1
Slika 3.4.2. Kombinacione tablice funkcija NE, I i ILI
Od funkcija dve promenljive najpoznatije su funkcije AND 1 OR.

Osim ovih funkeija, najéesée se koriste funkcije suma po modulu dva (iskljucivo ili,
ExOR), implikacija, NAND (NI) i NOR (NILI). Kombinacione tablice ovih funkcija
prikazane su na slici 3.4.3.

1
0
0

01 0
Slika 3.4.3. Kombinacione tablice za funkcije ExOR, implikacija, NAND i NILI.

| NI|NIL
1
1
1

X —
0 |
0 1
1 0
1 l

Analiticki oblik funkcije suma po modulu 2 je sledeci:

fix, ) =x®y=xytxy

Teorema 3.4.1. Funkcija @ poseduje sledece osobine:

x®y=y®x
x@®)=xD y)Bz=xByD:z
x®x =0




x® x¥=1

x@®1 =%

x®0 =x
Dokaz.

1L.x® y=3y+xy=yx+)x=y@x

2.x@(y@z) = x(y®@z)+x(y ®z)=X(yz+ y2) + x(Jz + y2)

‘Yez+X oy z+x-yzryz
yez+x-y-z+x-(y+z2)(y+2)
Yez4+X-y-Z4+x-(Y+yz+zy+7z)
Yoz X Y- 2t Xy 2+ XY -2

niunn

E R T TR

x@Y)Pz=Fy+3)@z=(y+xp) z+(Xy+19)z
Y-XY 24 X-Y-Z+X-J 2
X+¥)(X+y)z+X-y-Z+x-y-Z
XY+XY)z+X-y Z+x-y-7

XYz X Pir L X P-Z XY T

=

~~

LI [
~

Funkcija implikacije ima sledeci analiti¢ki oblik:
fxy)=x—y =@y=xty

Teorema 3.4.2. Funkcija implikacije poseduje sledece osobine:

Ayt Yt x
=G z) # (=t Y)y*z
X=v p=i]

x

x= 0
§r I

0= x=
I2x=x
Analiticki oblici funkeija NI 1 NILI su sledeéi:
NI(x,y) =x+y = xy=x|y NILI(x, ) =xly = x+y=%-5

Teorema 3.4.3. Za funkcije NAND i NOR vazi komutativnost, ali asocijativni zakon
ne vazi. Od ostalih osobina vazZe sledece.

feer ity =3 - rlyr=y

2 xtx =1 xix=0
Foca o 10 1 xl0=x
4

x?l =5 xl1=0




3.4.4. Reprezentacija Bulovih operacija.

Osnovne Bulove opracije A, v i— imaju jedno veoma vaZno svojstvo:
svaka druga Bulova operacija se moze predstaviti pomodu ove tri specijalne
Bulove operacije.

Po¢nimo jednim primerom. Pokazaéemo kako se operacija koja je data u tabeli desno moZe

predstaviti £z 1xy 2
pomocu tri osnovne Bulove operacije. Recept se sastoji 000 0
iz tri koraka. 001 L=
1. Posmatramo samo one redove za koje je vrednost 010 0
operacije jednaka 1 (redovi oznadeni strelicom). 011 0
2. Za svaki takav red napravimo po jedan Bulov 100 Jiesbe
izraz, ovako: ako je vrednost promenljive 0 uzmemo 101 I -
njenu negaciju, a ako je vrednost promenljive 1 uzmemo 110 0
promenljivu bez izmena. Onda uzmemo konjunkciju tako 111 R

pripremljenih promenljivih ili njihovih negacija.
U navedenom primeru imamo CZetiri reda u kojima se na kraju javlja
jedinica. Odgovarajuée konjunkcije su prikazane u tabeli ispod:

X y z| konjunkcija
0 0 1 —“XAn YAZ
| i 0 XA YA-Z
I==0) 1 XA Y AZ

1 XAYAZ

3. Reprezentacija Bulove operacije date tabelom se tada dobija kada se uzme
disjunkcija svih ovih konjunkcija. Dakle,

fX ), 2)=(=xA=YAZ)V XA-YA-Z)V XAV AZ)V (XAYAZ).

Necemo dati dokaz da je opisani recept dobar, veé ¢emo se ubediti na par
primera. Pogledajmo, prvo, jedan red iz tabele kome je vrednost operacije 0.
Recimo, na osnovu treceg reda je £(0, 1, 0) = 0. Drugim redima, kada je x = 0, y=1i

z=0, onda je / = 0. Kada uvrstimo ove vrednosti u izraz na desnoj strani, dobijamo
da su svi disjunkti (tj. “sabirci”) jednaki 0:

X A= YAZ==0A=0A0=0

XA=YA=z = 0A=0A=0=0

xAnaynz =0A-0A0=0

XAYNZ =0A0A0=0

Odatle sledi da je vrednost izraza 0 v 0 v 0 v 0=0. Ako sada uvrstimo
vrednosti promenljivih iz petogreda, x = 1, y = 0, z = 0, dobijamo da je tagno
Jedan disjunkt jednak 1, dok su ostali jednaki 0:

XA Y AZ=SlA=0A0=0
XA=y A=z = IA=-0A=0=1
XA—YyAz =1A=0A0=0
XAyAz =1A0A0 =0




pa je u ovom slucaju vrednost izraza O v 1 v 0 v 0 = 1. Primetimo: tatno onaj
disjunkt koji je nastao od petog reda je jednak 1, a svi ostali su jednaki 0!

Da zakljucimo: svaki disjunkt moZe da “prepozna” red od koga je nastao 1 tada
da vrati vrednost 1. U svim ostalim sluCajevima daje vrednost 0. Ako umesto x,
y, z zamenimo vrednosti iz nekog reda kome je na kraju 0, nijedan disjunkt ga
ne prepozna, svi daju vrednost 0, pa je i vrednost celog izraza 0. Medutim, ako
uvrstimo vrednosti promenljivih iz nekog reda kome je na kraju 1, njegov disjunkt ga
prepozna 1 daje vrednost 1, ostali daju vrednost 0, pa je vrednost celog izraza jednaka
Ov...vOv1ivOv...-0=1. Tako dobijamo da je f predstavljena u obliku f =
Dy v D, v...v Dy, asvaki D; radi ovako: “ako je stigao red tabele od koga sam
nastao, vracam 1, inace vraéam 0.

Zadaci.

1. Bulovu operaciju koja je data tabelom pored predstaviti pomoc¢u osnovnih
Bulovih operacija.

ey 2wl flxy.zu
g=0=0 0 1
0010 1 0
g0 “1--8 0
801 1 0
Ol 0-:20 0
e O B | 1
g 1o =0 1
Ok 1.1 0
1E050. 0 0
150= 01 0
i=20-:1. 0 0
T e | 0
SIS ¢ 0
S0 ) N | 0
S sy e ) 1
e 0

2. Odaberite proizvoljnu Bulovu operaciju sa 4 promenljive koja u koloni
ispod fima tano 5 jedinica i predstavite je pomocéu osnovnih Bulovih
operacija.

3. Uzmite Bulovu operaciju sa dve promenljive kojoj su u koloni ispod f sve
nule i predstavite je pomoc¢u osnovnih Bulovih operacija.

(Napomena: ovo je jedini slu¢aj u kome recept ne radi! Budite lukavi!)




4. Dokazite da jex vy == (=x A=) (Direktnom proverom! Ima samo
Eetiri mogucnosti za vrednosti promenljivih.) Pitanje: Da li se svaka Bulova
operacija zadata tabelom moZe predstaviti samo pomocu A i —=?

5. Dokazite da je x Ay = = (—x v=p). (Opet direktnom proverom.)
Pitanje: Da li sc svaka Bulova operacija zadata tabelom moZe predstaviti samo
pomocu Vv i =? '

6. Posmatrajmo Bulovu operaciju 1koja je definisana sa x ty==(xAy).
» Dokazite da se ] i A mogu dobiti samo od *.
(Pogledajte $ta je x tx i primetite dajex Ay =— (x 1y).)

. Pitanje: Da li se svaka Bulova operacija zadata tabelom moZe predstaviti
samo pomocu 1?7

7. Posmatrajmo Bulovu operaciju ¥ koja je definisana sax vy = — (x v y).
« Dokazite da se — i v mogu dobiti samo od V.

« Pitanje: Da li se svaka Bulova operacija zadata tabelom moZe predstaviti
samo pomocu ¥?

3.5. Prekidacka kola

Algebra prekidackih kola je specijalan slucaj Bulove algebre, koji nas vodi u
svet elektronike. Elementi algebre prekidackih kola su prekidagi, kao analogije
binarnim vrednostima. Prekidaé moze da bude ukljucen ili iskljucen.

Prekidag je uredaj koji predstavlja tacku u elektricnom polju koja moZe imati dva
stanja, ukljuceno ili iskljuceno (ili kako Cesto kazemo, otvoreno i zatvoreno). Kada je
prekidaé otvoren, struja ne tece kroz kolo, a u suprotnom, ukoliko je prekida¢ zatvoren,
postoji protok struje u kolu. Prekidaé ¢emo oznaliti sa  _ A\‘" , gde A oznacava

redenicu koja je istinita (tatna) ukoliko je prekida¢ zatvoren, a u suprotnom je neistinita
(netaéna). Reéi ¢emo da su dve tacke povezane prekidackim kolom, ako i samo ako su
povezane provodnikom (linjjom) sa kona¢no mnogo prekidaca.

Za prekidate povezane u sisteme prekidaca ili prekidacka kola vaZe aksiome
bulove algebre.

Na slici 3.5.1. je prikazano prekidacko kolo u kome su prekidadi vezani
takozvanom rednom vezom. Ogigledno struja tede izmedu tacaka x iy kroz ovo
prekidatko kolo ako i samo ako su svi prekida¢i zatvoreni, tj ako i samo ako je tacna
formula 4 A B. Ovaj slu¢aj moZemo generalisati za konacno mnogo prekidaca koje
éemo vezati rednom vezom, kao na slici 3.5.2. Uslov protoka struje kroz kolo, izmedu
tataka x i y, je da svi prekidadi budu zatvoreni odnosno da je tatna formula
AN A

lo—--a-—-_\\“"—\"""-n-—v——-—-oy
A B

Slika 3.5.1.



oo e i b g PO e ¥y
Ay Az A, An

Slika 3.5.2.

Osvrnimo se na primer ispisivanja na $tampadu. Stampa¢ ispisuje ako program
to zahteva 1 ako je papir u Stampacu. Ispisivanje ¢e aktivirati elektri¢na struja koja
proti¢e kroz kolo od Stampada. U ovom pojednostavljenom primeru kolo éine dva
prekidaca. Prvi od njih zavisi od toka izvrS8avanja programa. Kada on zahteva
ispisivanje, ukljuéuje se prekidac b. Ali to jo§ uvek nije dovoljan uslov za ispisivanje.
Uslov za ispisivanje je zadovoljen kada je ukljuen i prekidaé ¢, koji zavisi od

prisutnosti papira.
i——c/» o—o{

Prekidackokolo a=b-c
Kako predstavljamo disjunkciju: a = b v ¢? U ovom sluéaju je veza a spojena
ako je ukljucen bar jedan od prekidaca b ili c. Ovo povezivanje je prikazano na slici.
Paralelno povezivanje prekidaca predstavlja njihovu disjunkciju.

—o"
o7

O a
Prekidackokolo a=bvce

Na slici 3.5.3. tatke x i y su povezane prekidadkim kolom,; za tako vezane prekidace
reci ¢emo da su povezani paralelnom vezom. Ogigledno da ¢e struja teéi u ovom kolu,
ukoliko je bilo koji od ovih prekidaca zatvoren, tj. ako i samo ako je ta¢na formula
AvBvCvD. MoZemo napraviti 1 generalizaciju, da se paralelno moZe vezati kona¢no
mnogo prekidaca (kao na slici 3.5.4).Tada struja teCe kroz kolo ako i samo ako je

taéna formula Av4,v.. VA,

o

Slika 3.5.3. Slika 3.5.4.
Pogledajmo jo$ negaciju. Prekida¢ @ na slede¢i nain zavisi od prekidaca a:
ako je prekida¢ a uklju€en, onda je prekida¢ a iskljuen i obratno. Prekidade izmedu
kojih postoji takva zavisnost moZemo predstaviti kruZznim prekidaéem.




— )

Predstavljanjenegacijekruznimprekidacem

U sledecoj tabeli je prikazana veza izmedu Bulove algebre, algebre partitivnog
skupa, prekidacke algebre i prekidackih kola.

Bulova algebra | Podskupoviskupa U | Prekidacka algrbra | Prekidacka kola
x+y XUy xvy paralelna veza
Xn¥Y 5 serijska veza
X X kruzni prekidaé
0 otvoreni prekida¢
1 zatvoreni prekidaé
e ekvivalencija ekvivalentna kola

Sada kada smo razmotrili osnovne operacije, pregledacemo aksiome Bulove
algebre u svetlu algebre prekidagkih kola. Posmatramo aksiomu o apsorpciji:

an(avb)=a.

Ta aksioma je predstavljena povezivanjem prekidaca sa sledece slike.

R

a=a Afavb)
Kroz ovo kolo protice struja ako i samo ako je prekidaé @ ukljuéen. To znaé&i da kolo
ne zavisi od prekidaca b. Prema tome, kolo se ponasa kao da sadrzi samo prekidaé a.

Sada analiziramo sledeé¢u aksiomu: a A g = 0

Ova aksioma je predstavljen serijskom vezom dva jednaka prekidada, samo §to
jednom uzimamo stvarni poloZaj prekidada a drugi put suprotni. Ako je prekidaé a
ukljucen, onda je a iskljuéen, i obrnuto. Kako su ovi prekidaci vezani jedan za
drugim, kolo je uvek iskljuéeno, a to zna&i da kroz njega ni u kom slucaju ne moZe da
protice struja. Prema tome, takvo kolo predstavlja element 0.

Do sada smo razmatrali samo primere u kojima osnovne operacije povezuju
najviSe tri elementa. Kao $to znamo, na odlu¢ivanje, na primer, u radunaru utiée vrlo
veliki broj elemenata. NaSi elementi su mehanicki ili elektronski prekidaci
realizovani na razlicite nacine. Svaki prekida&é moZemo da posmatramo kao binarnu
promenljivu. Takva promenljiva dobija jednu od dve vrednosti, 1 ili 0. Funkcionalne
veze medu promenljivim moZemo opisati operacijama konjukcije, disjunkcije i
negacije. Pomocu obimnih skupova takvih funkcija moZemo opisati dogadaje u
digitalnim radunarima.

Primer 3.9. Za ilustraciju, pogledajmo primer nesto sloZenije binarne funkcije

a=bnadn e)vicadne).




U ovom slu¢aju moZemo izostaviti zagrade, jer je konjukcija u odnosu na disjunkeiju operacija viseg
prioriteta. Osim toga, zapis funkcije je duZi nego 3to je potrebno. Uzimajuéi u obzir komutativnost i
distributivnost, zapis moZemo da redukujemo na sledeci na¢in:

a=(bnrdnrne)vicandne)
={@dare)rnbvdnenc
=(dre)n(bvo)
= (bveo)andne
Redukovani zapis sadrzi manje promenljivih, pa je samim tim za njegovo predstavljanje potrebno

. e
FZ,.,Mq : FZ:M

Primer 3.10. U sledeéem primeru odredimo funkeiju F koja utvrduje jednakost dveju racunske reci:
ako su redi jednake, neka F bude jednako 1, a inace 0. Tako su, na primer, dve Sestobitne reci jednake, ako se
na svih Sest odgovarajuéih mesta nalaze jednaki znaci. Uzmimo dve Sestobitne reéi 4 i B. Svaku od njih
predstavlja niz od $est binarnih promenljivih:

A=a, a:a:asasas

B’:bi bg b;b4b5b5

Ret A je jednaka re¢i B ako za svaki par (a;, b)) vaZ a;= b, gde je 1 <i < 6. Uvedimo Sest funkcija:
Ji:.b5 fos fa Js fo.- Neka funkcija f; dobija vrednost 1, ako je a;= b NapiSimo funkciju f;

f;= a; ™ biva-f/\ bf

Funkcija f; dobija vrednost 1 u dva slucaja: ako su a; i b; istovremeno jednaki 1 ili ako su a; 1 b;
istovremeno jednaki 0. Na funkcionalnu vezu f; se ¢esto nailazi, pa je zato dobila i svoje ime. Naziva se
logickaekvivalencija.

Vrednost funkcije f; = 1 oznadava tada jednakost dveju redi na i-tom mestu. Funkcija F, koja
utvrduje jednakost re€i u celini, dobija vrednost 1, ako su sve funkcije f; jednake 1. Vidimo da funkciju F
dobijamo ako sve funkeije f;medusobno poveZemo operacijom konjukcije. Prema tome je

F=finfAfinfanfs A fe
Uzmimo dve konkretne reci: A = 100101 =~ B=110101.

Reci 4 1 B nisu jednake; prema tome, u ovom slucaju je = 0. Kako a, nije jednako b-, to znaci da je
f2=0, pa jesamimtimi F = 0.

Primer 3.11. U prekidackom kolu na slici struja moze te¢i samo u slucaju kada je ta¢na formula
(AAC)v(—=AVvB). Na ovom primeru vidimo da se mogu kombinovati prekidaé¢i u rednoj vezi sa prekida¢ima
vezanim paralelno, u takozvanu redno-paralelnu vezu.

—

e
B
O¢igledno bilo koje prekidacko kolo moZe biti prikazano preko konjukcija, disjunkcija i negacija
posebnih prekidaca.

Primer 3.12. U prethodnom primeru je pokazano da se uslov protoka struje kroz kolo poklapa sa
uslovom taénosti formule (AAC)v(—4AvB). Primenom pravila asocijativnosti dobi¢emo ekvivalentnu formulu
((AAC)v—4A) v B, ili jo§ jednostavnije

(A A C)v =A4) v B=((Av—=AINC v=A))v B=((1A(C v—=A))v B=C v—=4 v B.

Kolo predstavljeno ovom formulom prikazano je na slici.




m/s.‘“"

Kolo na toj slici jednostavnije je od kola u prethodnom primeru jer ima manje
prekidaga. Uopsteno, proces simplifikacije (pojednostavljenja) kola vodi smanjivanju
broja prekida¢a u kolu, $to znadi da bi konstruisanje datog kola u industriji bilo
jeftinije, ekonomiénije, a dato kolo bi brze radilo.

Primer 3.13. Uslov da struja te¢e kroz kolo na slici 3.5.3. je da je tacna formula

(AABA-CYIv( —Cr—A).

Ukoliko ovu formulu zamenimo logi¢ki ekvivalentnom formulom —CA(Bv—A), dobicemo
jednostavnije, ekvivalentno kolo kao na slici 3.5.4.

(Dva prekidagka kola su ekvivalentna ako i samo ako struja te¢e u jednom kolu istovremeno kad i u

drugom kolu).
A——i—~—¢ =
A—‘ﬁ s
——— o

i 2 T N
Slika 3.5.3. Slika 3.5.4.
Primer 3.14. Tro¢lana komisija odluuje vecinom glasova, o odredenim zakonima. Svaki ¢lan
pritiska dugme da potvrdi svoj glas "DA". Konstruid§imo prekidacko kolo koje ce paliti signal "DA", ako i
samo ako je vecina ¢lanova komisije dala glas "DA "

Oznatimo sa A-Prvi ¢lan daje glas "DA ", sa B-Drugi daje glas "DA ", sa C-Treci daje potvrdan glas.
Odgovarajuca formula je (AAB)V(AAC)V(BAC). Odgovarajuce kolo je onda prikazano na slici 3.5.5.
Jednostavnija formula je (AA(BvC))v(BAC), a jednostavnije, ekvivalentno kolo je na slici 3.5.6.

sy e
L«“.__."ﬁ -1 t[?F

Slika 3.5.5. Slika 3.5.6.

Veé smo govorili o potrebi da napravimo §to jednostavnija kola, ¢ija ¢e izrada i
upotreba biti §to brza i jeftinija. Time nam se javlja problem minimizacije kola,
odnosno nalaZenje svih najjednostavnijih kola, pri ¢emu kriterijumi jednostavnosti
nisu samo broj ulaza v i A, niti broj formula koje ucestvuju u kolu, ve¢ vreme
potrebno da kolo radi (samim tim kolo ¢e biti jeftinije).

Primer 3.15. Kolu na slici 3.5.7 odgovara formula —Av(BAad4). Otiglednom primenom zakona
distributivnosti za logic¢ke promenljive, dobicemo ekvivalentnu formulu

—AV(BAA) = (~AVB)A(=AAA) = (~AVB)Al = —AVB,
¢iji je prikaz odgovarajuceg kola dat na slici 3.5.8.

T e Py

e e
B A B
Slika 3.3.7. Slika 3.5.8.




Ideja za pronalaZenje jednostavnijih kola je da ih posmatramo kao istinitosne
funkcije, a da zatim za nadene istinitosne funkcije ispitamo koja od njih je
"najjeftinija”. Naravno, sam proces biva jako komplikovan i prakti¢no neupotrebljiv,
ve¢ za vise od dve promenljive. Zato moramo naéi metode koje nam pouzdano daju
jednostavnija kola, na brz i operativno prakti€an naéin.

3.6. Logicka kola

Do sada smo binarnu promenljivu predstavljali prekidacem, ili tacnije,
poloZajem prekidaca. Iskljudeni poloZaj prekidaa je oznacavao logicku vrednost 0, a
ukljueni poloZaj logi¢ku vrednost 1. Upitajmo se kako prakti¢no, u racunaru,
postizemo promenu vrednosti neke binarne promenljive?

Mehanicki prekidaci se ukljuéuju pomeranjem rugice prekidaca. U raGunarima
su oni relativno retki. Nalazimo ih uglavnom kod ulazno-izlaznih jedinica. Mnogo su
ceS¢i elektronski prekidaci, kakav je na primer tranzistor. Takve prekidace ukljucuje
struja, odnosno napon. Stanje elektronskog prekidada je odredeno naponom na
njegovom ulazu. Na primer: napon 0V oznacava stanje 0, a napon 5V stanje 1. Napon
na izlazu elektronskog prekidaéa moZemo da obradujemo kao binarnu promenljivu.

Predstavljanje binarne promenljive pomoéu napona je podesno kada se
prihvatamo izrade nekog konkretnog elektronskog logickog kola. Logicko kolo je
povezivanje odgovarajuc¢ih komponenata, koje sledi zakonitost neke logicke funkaije.
Pre nego Sto pristupimo izradi neke od ovih logickih funkcija, pogledajmo kako u
sluCaju napona kao binarne promenljive predstavljamo osnovne Bulove operacije:
konjukciju, disjunkciju i negaciju.

Kao Sto smo videli, na primer napon 5V moZe da predstavlja logicku vrednost
1, a napon OV logi€ku vrednost 0. Logi¢ko kolo koje predstavlja konjukciju: a = b« ¢
je prikazano na sledeéoj slici. Krug sa upisanim znakom konjukcije predstavlja
elektronsko kolo koje vrsi tu funkciju. Na ulazu u to kolo su naponi b i ¢, a na izlazu
je napon a. Kolo je takvo da je, na primer, napon jednak @ = 5V, Sto predstavlja
logi¢ku vrednost 1, samo u sludaju ako su oba napona b i ¢ istovremeno jednaka 5.
Ista slika prikazuje kolo disjunkcije i kolo negacije.

Logicki elementi:

e jesu fiziCki objekti koji implementiraju neku od funkcija algebre logike,
e predstavljaju osnovne komponente svih elektronskih kola radunara

3.6.1. AND logi¢ko kolo

AND logicko kolo na svom izlazu ima 1 ako i samo ako su svi njegovi ulazi
jednaki 1. Simbol AND kola sa dva ulaza prikazan je na slici 3.6.1(a), dok je
odgovarajuca istinitosna tablica na slici 3.6.1(b).




E3r

a=hac

a) Razli¢iti logic¢ki simboli. b) Istinitosna tablica.
Slika 3.6.1. AND logicko kolo.

3.6.2. OR logicko kolo

OR logicko kolo generie na izlazu 1 ako je najmanje jedan od njegovih ulaza
postavljen na 1. Logicki simbol OR kola sa dva ulaza i odgovarajuca istinitosna
tablica prikazani su na slici 3.6.2.

| c

=B

a=bye

a) Razli¢iti logicki simboli. b) Istinitosna tablica.
Slika 3.6.2. OR logicko kolo.

3.6.3. NOT logicko kolo
Inverter (okretag) — je deo logickog kola, koje umesto ulaznog signala 4, daje
na izlazu signal ~4; o€igledno, ako na ulazu imamo I, izlazni signal je 0 1 obrnuto.

Logicki simbol i istinitosna tablica NOT kola prikazane na slici 3.6.3.

b ¢

5 X 4

0 1

= O -

a) Razli¢iti logicki simboli. b) istinitosna tablica
Slika 3.6.3. NOT logicko kolo.

3.6.4. Primeri logickih kola

Logicko kolo funkcije a =(bvc)adAe dato je narednom slikom

b €

d e

4]

Logicko kolo za funkcijua = (b vc) rd re
Razmotrimo logitko kolo za funkciju F koja utvrduje jednakost dve raCunarske

reci.




Logicko kolo za funkciju koja utvrduje jednakost dve 6-bitne reci

Razvoj racunara tezi elektronskim kolima koja bi u jednom delu objedinjavali
Sto slozenije funkcije. Tako bi se, na primer, svaka od funkcija f; sa prethodne slike
realizovala pomocu jednog jedinog elementa: elektronskim kolom koje obavlja
funkciju loglcke ekvivalencije, koju oznaCavamo simbolom "=" (videti narednu
sliku).

Za funkciju logicke ekvivalencije uvodimo poseban simbol

Na taj nacin, od daljeg razvoja ocekujemo dosta jednostavnije projektovanje i
1zgradnju racunara.

2,
bia.

Isto kolo sa nacrtano pomocu simbola logicke ekvivalencije

Zakljucujemo da se logic¢ki dogadaji u digitalnim racunarima opisuju pomocu
funkcija koje iskazuju veze medu promenljivima, a koje se opisuju prekidackim
kolima. Ovakva kola realizuju tri osnovne logic¢ke operacije: konjukcije, disjunkcije 1
negacije, i realizuju se kao logi¢ka elektronska kola. Sta smo takvim naéinom

zapisivanja dobili? Krugovi sa upisanim operacijama A, v 1 -, predstavljaju
elektronska kola koja vrSe te operacije na naponima koji u njih ulaze. Ta kola
mozemo da kupujemo gotova i da ih po Zelji medusobno povezujemo. Elektronska
kola kO_}a se koriste za realizaciju Bulovih funkcija nazivaju se logtcka kola. Postoje
AND, OR 1 NOT (invertor) logicka kola koji obavljaju AND, OR 1 NOT operaciju,
respektivno.




Sve veci tehnoloski napredak zahteva nove, brZe i pouzdanije uredaje, kojima
¢e se informacije obraditi na najjednostavniji nadin. Zato su napravljeni drugagiji
uredaji, koji se nazivaju vise-ulazni elementi.

A Ty

B A3

¢ — F=ABCD
D g

I element sa &etiriulaza
Ukoliko imamo na ulazu dva ili viSe signala, viSe-ulazni i-ulaz oznaava

konjukciju tih signala 41A4sA...A4,,, kao na sledeéoj slici.
Ay

A
4 fiene = S AR

Ax
Slika 3.6.4.

Ukoliko su ulazni signali fizi¢ke veli¢ine, na primer napon, tada na izlazu
mozemo imati dva stanja, oznaena sa 1 ili 0 (postoji izlazni napon ili ne,
respektivno). Stanje 1 oznaCava se, kao u logici, kao istinito, a stanje 0 kao laZno
(neistinito). Ocigledno stanje na izlazu je 1 ako i samo ako su svi ulazni signali 1
(tacni). Aritmeticki, i-ulaz moZemo posmatrati kao proizvod ulaznih signala. Na
slican nacin moZemo definisati slede¢i element logickog kola, vise-ulazni ili-ulaz,
kao disjunkciju ulaznih signala 4vA4,v....v4,, kao na sledecoj slici.

A
A,
A v AgV...V A
Ay
Slika 3.6.5.

Izlazni signal je 1 ako i samo ako je bar jedan od ulaznih signala A; jednak 1.
Aritmeticki, izlazni signal moZemo posmatrati kao maksimum ulaznih signala.

Logicko kolo je definisano kao kolo sa razli¢itim promenljivama na ulazu, koje su
vezane i-ulazima, ili-ulazima i okretadima i eventualno jo¥ nekim uredajima za
formiranje istinitosnih funkcija.

Primer 3.16. Neka je funkcija F zadata preko tabele istinitosnih vrednosti predstavljene u tabeli.

A B € F
S 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 [ 0




Funkcija F se moZe izraziti u analitiCkom obliku
F=4-B-C+A-B-C+4-B-C

Ovaj izraz se moZe implementirati sledecim logickim kolom.
X B

S

»~

Primer 3.17. Zelimo da konstruidemo dekoder koji koji vr§i dekodiranje (prevodenje) grupe od éetiri
binarne cifre iz koda u heksadekadnu vrednost. Dekoder ¢e imati 4 ulaza i 16 izlaza.

Oznadimo ulaz u dekoder slovima 4, B, C, D. Dekadna vrednost je jednaka izrazu ABCD. Vrednost
A=1 oznatava da je prva cifra jednaka 1, dok vrednost 4=0 ozna¢ava da je prva cifra jednaka 0. Analogno

pravilo vaZi za promenljive B, C i D. Tada, naprimer, F, = ABCD oznatava heksadekadnu cifru 0, dok
F,y = ABCD oznacava heksadekadnu cifru 15. '

B

[SAVa




3.6.5. Izvedena logicka kola

Od tri elementarna logicka kola je moguée izvesti jos dva, NOR logi¢ko kolo i
NAND logicko kolo.

A. NOR logicko kolo

NOR logitko kolo, slika 3.6.7(a), dobija se kombinovanjem NOT logickog
kola sa OR logitkim kolom. Islinitosna tablica data je na slici 3.6.7(b).

Y N X v A
D D) D OO
= 0 1 |0
1 0 |0
1 1 0

a) Logic¢ki simbol b) Istinitosna tablica

Slika 3.6.6. NOR logicko kolo.

Alternativni oblik NOR logi¢kog kola je prikazan na slici 3.6.7, i sledi
neposredno iz De Morganove teoreme.

Slika 3.6.7. Alternalivni oblik NOR logickog kola.

B. NAND logicko kolo

NAND logicko kolo, slika 3.6.8(a), se dobija kombinovanjem NOT logickog
kola sa AND logi¢kim kolom. Istinitosna tablica NAND logitkog kola prikazana je
na slici 3.6.8(b).

X ¥y |E
:D_b_ : ﬂ 620
4 4 R
1 0 1
1 1 0

a) Logiciki simbol. b) Istinitosna tablica.

Slika 3.6.8. NAND logicko kolo.

Alternativni oblik NAND logi¢kog kola je prikazan na slici 3.6.9, i dobija se
primenom De Morganove teoreme.

D D

Slika 3.6.9. Alternativni oblik NAND logickog kola.




3.6.6. Ostali tipovi logi¢kih kola

Dva dodatna tipa logi¢kih kola koji se Cesto koriste kod digitalnih kola su
ExOR (Exclusive OR) i ExXNOR. (Exclusive NOR) kola.

A. ExOR kola

ExOR kolo generiSe na svom izlazu 1 kada je bilo koji od njegovih ulaza, ali

ne i oba, na 1. Istinitosna tablica i logi¢ki simbol EXOR kola prikazani su na slici
3.6.10.

=B

a) Logicki simbol. b) Istinitosna tablica
Slika 3.6.10. Logicko ExOR kolo.

ExOR kolo je poznato i kao isklju¢ivo ILI kolo. Bulova funkcija koja odgovara
istinitosnoj tablici ExOR kola je oblika flx,y)=xy +xy=Xx ®y

B. ExNOR kolo

ExNOR logi¢ko kolo se dobija kombinovanjem NOT logickog kola sa ExOR

logi¢kim kolom. Logi¢ki simbol i istinitosna tablica EXNOR logickog kola prikazani
su na slici 3.6.11.

SENEC

= )
= DU
A y L
=

a) Logi¢ki simbol. b) Istinitosna tablica
Slika 3.6.11. Logicko ExNOR kolo

ExNOR kolo je poznato pod imenom iskljuc¢ivo NOR kolo. ExXNOR logicko

kolo se naziva i logi¢ko kolo ekvivalencije ill koincidencije, a predstavlja se
simbolom ®.

Primer 3.18. Logi¢ko kolo na sledecoj slici odgovara formuli (4,a—4-)v —A4v(42443).

)

A|\ >

5 B
Slika 3.6.11.




Primetimo da moZemo konstruisati kolo sa redno-paralelnom vezom, kao na slici 3.6.12, koje je
ckvivalentno trazenom logi¢kom kolu sa slike 3.6.11.

‘."\h
‘R?h A3

‘i-\...,_‘.‘-_
A
.h""-\.. .“"‘\-.._
A; A;

Slika 3.5.12.

Logicki zahtevi upucuju nas na potrebu da imamo ponekad vise od jednog
izlaznog signala.

Primer 3.19. Na slici 3.6.13. prikazano je jedno logicko kolo sa vise izlaza.

= Gy

(AAB)v( —~dA—B)

B

Slika 3.6.13.
3.6.7. Logi¢ke operacije — osnova hardvera

Prvi elektronski radunari su imali posebne uredaje za svaku operaciju
koju su umeli da izvrSe, i zbog toga su umeli da izvrSe samo one operacije za
koje su imali odgovarajuée uredaje. Na primer, ENIAC je imao uredaj za
numericku integraciju (3tagod to bilo) pa je priblizne vrednosti integrala rafunao
tako §to bi uposlio taj uredaj. Medutim, ako je za resavanje nekog problema bilo
neophodno i numeri¢ko diferenciranje morao mu se dodati novi uredaj. Britanski
matematiéar Alan Tjuring (Alan Turing) je ostro kritikovao takav pristup gradenju
ratunara. On je bio zagovornik koncepcije koja je danas u osnovi raCunarske
tehnologije: racunar ne treba da bude zbirka specijalizovanih uredaja, ve¢
univerzalna masina Cije Cée mogucnosti  zavisiti  iskljucivo od sposobnosti
programera. Grubo govoreci, svi, ¢ak i najmoderniji racunari koje danas koristimo,
su sagradeni od samo tri vrste elektronskih kola (logickih kapija): “ne”, “i” i “ili".
Milioni ovih kola organizovanih na pravi na¢in osnov su racunara kao univerzalne
masine. Ideju ¢emo demonstrirati na primeru hardvera za sabiranje dva binarna
broja.

Primer 3.20. Posmatramo sabiranje dva binama broja:

111
1010
+11111
101001




prenos —>

Pretpostavimo sada da su nam data dva binarna broja sa istim brojem cifara (ukoliko polazni
brojevi nemaju isti broj cifara, onom sa manje cifara moZemo dopisati nule na potetak). Prilikom
sabiranja “peSke” osnovni korak se sastoji u tome da saberemo dva bita i prenos iz prethodnog koraka. Kao
rezultat dobijamo jedan bit rezultata i jedan bit prenosa.

AaE

Slika 3.6.13: Polusabiraé
Evo slikovitog prikaza ove price, kao i tablice sabiranja sa prenosom:
zbir novi prenos

s(x, ¥, ©)
0

—
=
=
L

B
s,

gt

'—‘-—'D—P—-CDC‘JOR
H-—-OQ'—"—'CO\C

— O OO = O D

Prema pri€¢i o predstavljanju Bulovih operacija osnovnim Bulovim
operacijama, dobijamo da se Bulove operacije s(x, y, ¢) i r(x, y, ¢) koje su date
gornjom tabelom mogu predstaviti ovako:

s, Y, )=(x Ay AC)V(XAYA-C)VIXA=YA=C) V(XAYAC)
rxy, o)=(xAYyAC)VXAYAC)VEAYA=C)V(XAYAC.

Elektronsko kolo kojim se ove dve Bulove operacije realizuju odednom se zove
polusabiraé i predstavljeno je na Slici 1. Ulaz u polusabiraé su tri bita (x, y i ¢), a
izlaz Cine dva bita (zbir s i novi prenos r). Napomenimo da je na Slici 1 prikazana
veoma naivna verzija polusabiraga. Stvarni polusabiraéi u stvari izgledaju drugadije,
zato $td se pre implementacije u harvderu vrSe razne optimizacije kako bi se ustedelo
na komponentama. No, osnovna ideja je ista. Hardver kojim se realizuje sabiranje
binarnih brojeva iste duZine se zove sabirad i sastoji se od nekoliko polusabiraéa.
Sabira¢ 4-bitnih binarnih brojeva je prikazan na Slici 3.5.14. Ulaz u sabirad
predstavljaju binamni brojevi x;x,x1xo 1 yayay1v0, dok se na izlazu dobija rezultat
23292120, 1 informacija o tome da li je rezultat duzi od Cetiri bita (linija overflow) nije
niSta drugo do prenos poslednjeg sabiranja.




Polusabiraéi PSp, PS), PS> 1 PS3 su identiéni. Oznadeni su brojevima samo zato da
bismo se lakée snasli u nepreglednim Sumama linija.

Zy

zy
[ 23
’—‘ ;E] PS, overflow
<)

Slika 3.5.14: Sabiraé

Problem. Napraviti polusabira¢ polaze¢i samo od kola za operacije A, v i @, gde je

poslednja operacija definisana tabelom
x®y

(Uputstvo: s(x, y, c) se realizuje veoma lako, dok je
r(x, y, €)= Ay) v ((x ®y) Ac).)

Sabiraci

Sabiraéi su kombinatorne mreze koje se koriste pri realizaciji sabiranja.
Sabira&i mogu biti binarni i dekadni. Binarni polusabira¢ je kombinatorna mreza koja
vrsi sabiranje jednocifrenih hinarnih brojeva. Na osnovu tabele se lako formira izraz
za funkcije C (koja predstavlja cifru zbira) 1 P (koja predstavlja prenos u narednu
poziciju):

Istinirosnatablicaza binarnipolusabirad
Odatle se dobijaju analiticki izrazi funkcija Ci P:

C=AB+AB




Implementacija polusabiracéa Oznaka za polusabiraé

Kombinatorna mreZa koja realizuje sabiranje dve binarne cifre visecifrenog
binarnog broja uz uzimanje u obzir prenosa sa prethodnog mesta se naziva (pun)
sabira¢. Tabela istinitosnih vrednosti sabiraéa je prikazana na slici.

"
v
0
5

.—d.—l-—lb—lccc:uo;tl

e el e =1 = =1 ]

—l— OO —— OO
=IO = OO =D
et =1 R=1 0 Fae BT Y o]

[stinitosna tablica za binarni sabiraé

Na osnovu tabele se formira izraz za funkcije C1 Py

C=A4BF,+ABP,+ 4BP, + ABP,
P= ABPF, +ABF; + ABPF +ABPP
Funkcija P, moZe da se minimizira jednostavnom algebarskom
transformacijom:

P. = ABP, + ABP, + ABP, + ABP, + ABP, + ABP,
= AB(P,+P,)+ BP,(A+ A)+ AP,(B +B)
=AB+BP, + AP,

Implementacija sabiraca Oznaka za sabiraé




Visecifreni sabiraci
Sabiranje visecifrenih binarnih brojeva se realizuje pomoc¢u jednog sabiraca za

svako binarno mesto. U ovom slucaju se zbog akumulacije kanjenja javlja znacajno
kasnjenje izmedu bita najmanje i najveée teZine kod sabiraca sa ve¢im brojem mesta.

A; B Ay B A By Ag Bp

[ofive - pies iy

|

A

Signal za
prekoraéenje

Jos jedan oblik sabirala i polusabiraca

PoStujuéi analogiju sa sabiranjem decimalnih brojeva, gde se javlja takozvano
"prenosenje cifre" u sledeci decimalni niz, definisaemo cifru sume s i prenos cifre c.

A B [
0

0
0 1

Ovako definisano s odgovara iskjudujuce ili (ExOR), (Sto cemo oznaliti sa
A®B), dok za c odgovara konjukcija (AND ili A). Postuju¢i ove zakljucke,
konstruisaéemo odvojena logicka kola, koja kao izlazni signal imaju s odnosno ¢
(prikazana su na slikama 3.6.15. 1 3.6.16 respektivno).

[

Slika 3.6.15.

Slika 3.6.16.
U ovom slucaju izraza s iskoris¢ena je transformacija

ABB=(—AAB)v(=BAA)= (wAAA)V(=AAB)v(=BAA)v(=BAB)
=(—Av-B)A(AvB)=—(AAB)A(AVB).

Ukoliko kombinujemo ova dva kola, dobiéemo novo logi¢ko kolo sa dva
izlaza, takozvani polusabirac, koji je prikazan na slici 3.6.17.




i
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Slika 3.6.17.
Ako Zelimo da saberemo dva jednocifrena broja 4 i B, preko prenosa C,
dobicemo sledecu tabelu.

O = = OO O |
COO=0O——=—|n

O = OO =~ n
DO OO =y
OO OO |

Prema tome, s odgovara formuli (CA—(4A®B)V((A®B) A-C), &iji je logicki
ekvivalent (A®B)@®C.

Prenos cifre ¢ odgovara formuli (AAB)(CA (4®B)). Ukoliko Zelimo da
konstruiSemo kolo sa dva izlaza, dobi¢emo kolo kao na slici 3.6.18., takozvani puni
sabirac.

e=(AABI Cr (ABBY)
\ >

s=(A@BY®C
-

>

Slika 3.6.18.

Sada moZemo konstruisati logicko kolo za sabiranje dva trocifrena broja,

predstavljena u binarnom brojnom sistemu. Neka su ti binarni brojevi 4> 4; Ao i B2 B,

By. Sa FA oznaimo puni sabira¢ (od engleske reéi full-adder), a sa H4 ozna&imo
polusabira¢ (half-adder).

— —
_.""” ==l i

» —_—c e —

Krajnju sumu predstavlja broj cs,s,s50, u kome je ¢ prenos iz poslednje pozicije.
Ovaj zbir se moze izracunati logi¢kim kolom kao na slici 3.6.19.




c
B —————> el BV SIS
A »|FA
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Slika 3.6.19.

3.6.8. Pun sistem funkcija
Skup funkcija F={fi, fa, -, fs} Naziva se pun sistem funkcija ako se proizvoljna
funkcija algebre logike moze predstaviti pomoéu funkcija iz ovog skupa.

F je minimalan ako skup G = F\{fi} (za neko i) ne predstavlja pun sistem
funkcija.

Neki od minimalnih punih sistema funkcija:
1. Negacija i konjunkeija: F'= {=, A}.

2. Negacija i disjunkcija: F = {—, v}.

3. NAND: F= {1}:

s —4= (A 14)

* ANB=(A 1B) 1 (4 tB)

« AVB=(4 4) 1 (B1B)

Dokaz:

—A = ~(An-A4) = (A 14)

AAB = —(A1B)=(A1B) 1 (4A1B)
AVB = ~(=Ar-B) = (4 14) t(B1B)
4. NOR: F={ {}:

¢« 2 A=(A14)

« ANB=(A 14) ¥ (B1B)

« AVB=(A {B) ¥ (4 {B)

Problem. Napraviti polusabirag polaze¢i samo od kola za operaciju 1.

(Uputstvo: Pokazesedaje—x=1tx, xay=11(xty),i xvy=(U fxp el b
»)-)




3.7. Zadaci

1. Primenom aksioma i teorema Bulove algebre uprostiti izraz
ab +c+(a+b)e.
ab+c+(@+b)T =@+b)+c+@+b)e=@+b)c+@+bic=1.
Proveriti da li vaZi
abt=(a+b ¢)b+c)a+c)
2. Odrediti funkciju F koja utvrduje jednakost dve rac¢unske reci od $est binammih promenljivih:
A=a a;asasas5as
B = b, b> b3 by bs be
Nacrtati logi¢ko kolo koje je odredeno jednakosc¢u ove dve binamne reci.

3. Nacrtati prekidatko i logicko kolo koje odgovara formuli (AAC)v( —4vB). Zatim uprostiti taj izraz i
nacrtati odgovarajuce prekidacko i logi¢ko kolo.

4. Nacrtati prekidacko i logi¢ko kolo koje odgovara formuli (AABA=C)v( ~Ca—A). Zatim uprostiti taj izraz
i nacrtati odgovarajuce prekidacko i logi¢ko kolo.

5. Tro¢lana komisija odluéuje veé¢inom glasova, o odredenim zakonima. Svaki élan pritiska dugme da
potvrdi svoj glas "DA". Konstruisimo prekidacko kolo koje ¢e paliti signal "DA", ako i samo ako je vecina
¢lanova komisije dala glas "DA ".

6. Nacrtati prekidacko i logi¢ko kolo koje odgovara formuli —4v(BaA). Zatim uprostiti taj izraz i nacrtati
odgovarajuée prekidacko i logicko kolo.

7. Nacrtati prekidacko i logi¢ko kolo koje odgovara formuli x y+xy=x @ y.
8. Nacrtati prekidacko i logicko kolo koje odgovara formuli (4,aA—A42)v =4 v(A4.nds3).
9. Primenom aksioma i teorema Bulove algebre uprostiti izraz
ab +c+(a+b)e.
10. Proveriti da li vazi
abz=(a+b ¢)b+o)(a+c)
11. Nacrtati logi¢ko kolo koje odgovara izrazu YA YV XA Y.
12. Nacrtati logi¢ko kolo koje odgovara izrazu (4 A (Bv C))v (BAC).
13. Nacrtati prekidatko kolo koje odgovara izrazu (4AC)v(Av B).

14. Odrediti izraze koji odgovaraju izlazima u logickom kolu na slici:

= CV(AAB)
c B >

e

: : (AAB)v( —~4A—B)
T i \'/,/L'/’"___'

J

A _—I"D—*




15. Formirati tabelu istinitosti koja odgovara izrazu (4 A (B v C))v (BA C).

16. Nacrtati prekidac¢ko kolo koje odgovara ekskluzivnoj disjunkeiji A®DB.

17. Neka je flx; y; 2) = (xAy) v (xA—z). Izradunati vrednost operacije fza sve moguénosti argumenata X, y i z.
(Napraviti tabelu; koliko razli€itih redova, osim zaglavlja, treba da ima ova tabela?)

18. Za Bulovu operaciju f{x; y; z) = (X A y A 2) v= (x v y Vv z) napraviti odgovarajucu tabelu.

19. Za Bulovu operaciju flx; y; z; u) = ((xvy) A =2) v (=(¥Ay) A u) napraviti odgovarajuéu tabelu. (Za
Bulovu operaciju sa &etiri argumenta tabela treba da ima 16 redova.)
20. Koliko redova ima tabela za Bulovu operaciju sa n argumenata?

21. Na ulazu u kontrolni uredaj C nalaze se tri prekida-ca x, y i z, a na izlazu sijalica S. Kontrola C pali
sijalicu ako su uklju¢ena bar dva prekidaca (dakle, ili neka dva ili sva tri).

(a) Predstaviti ponasanje kontrolnog uredaja C tabelom (1 = struja proti¢e; 0 = struja ne protice);

(b) Dobijenu Bulovu operaciju predstaviti odgovarajuéim izrazom.
(c) Skicirati $emu uredaja.
22. Uprostiti algebarske izraze:
Aasb+arbct+b-c
B)a*b+ab ~ctb-c
C) (a*h +c)+(a +b)+c
Reienje:

A) a*b+a<b+c+b=c=-apsorpeija: ab +abc=ab+ (1 +c)=ab*1=ab
a*b+bsc= - distibutivnost "-" prema "+"

be(a+c)

B) asb+ta- b ectbec= - distibutivnost "-" prema "+"
a+(b+ b *c)+bec= - distibutivnost "+" prema ™"
as(b+b)-b+c)+brc= -b+bjel
a*(bt+tc)tbec=
a*b+ar*ct+brc

C) (a*b +c)*(a +b)+¢ = - distibutivnost "-" prema "+"
(@*b +¢ +cec)+(a +b)= -c*C je0
a*b ¢ +(a +b)= - oba sabirka ¢e imati u sebi proizvod koji je 0

a*bh +ca+a+b ¢ b=0 - prvi proizvod je nula zbog a * @, a drugi zbog b b
23. Pojednostavi sledecu funkciju:

F=AABACAD
24. Odrediti logi¢ku funkciju koja odgovara sledecem logi¢kom kolu:




Formirati tabelu istinitosti za tu logi¢ku funkciju.
25. Dato je logitko kolo prikazano na donjoj slici.

¢ AR P S =

a) Napisi logicku funkciju koje ono realizuje.

b) Nadi vrednosti funkcije f koja odgovara logi¢kom kolu sa slike u tabeli
f

P Y ] ) Y =1 [ =S = P
——|olo|=|—|c|loM

=1 = I R ] I e Y 6]

26. Dat je logi¢ki sklop kao na sledeéoj slici:

4 D
[T e
B
a) Odrediti koju logi¢ku funkciju realizuje sklop.

b) Pojednostaviti dobijenu funkeiju.
¢) Na osnovu pojednostavljene funkcije realizirati sklop iste funkcionalnosti kao i pocetni sklop.

&

27. Dat je logicki sklop kao na sledecoj slici:

Lo
—-—D)C

a) Odrediti koju logi¢ku funkciju realizuje sklop.
b) Pojednostaviti dobijenu funkeiju.
c¢) Na osnovu pojednostavljene funkcije realizovati sklop iste funkcionalnosti kao i po€etri sklop.




