Definicija i osnovne osobine matrica

Def 1 Matrice su dvodimenzionalne Seme brijeva oblika:

A A as .. an — Vrsta (red)
a21 a22 a23 san a.2n

A=
Qu @m @mw ... 8m Kolona

Koeficijenti ax su elementi matrice, gde je:

1<i<m

1<sk<n
Elementi matriceys, ap,...,an , pricemu je Ki<m, ¢inei-tu vrstu matrice.
Elementi matriceyy, ak,...,ank , pricemu je kk<n, ¢ine k-tu kolonu matrice.
Elementi a;, &>, &3, ..., @&n ine glavnu dijagonalu matrice.

Elementi @, &n-1, &n-2 ..., @1 ¢ine sporednu dijagonalumatrice.

Matrica se krée simbolEki zapisuje: A= [a»k]m,n i za nju se kaze da inm-vrsta in-kolona, tj. da je
formata m x n.

ais

Oblici matrica

Ukoliko je m =n, tj. ima isti broj redova i kolona, za matricuksge da jé&vadratnog oblika,npr:

2 31
A={4 3 23x3
4 5 3

Ukoliko je m #n, za matricu se kaze dageavougla, npr:

3 4
2 345 3 2
= 2x4 A= 4x 2
5561 4 3
15
Specijalni sldajevi, a to swektori:
- Matrice vrste (1 x n) A:[2 4 3 1] - to je vektor dimenzija 1x4

- Matrice kolone (m x 1) A= - to je vektor dimenzija 3x1

AN W



Jediniéna matrica () je kada su elementi na glavnoj dijagonali jedérécostaltlanovi nule, npr:

1000
I:0100
0010
0 001

Nula matrica (0) je matrica gde su svi elementi magecmaki nuli, kao:

O O o o
o O O o
o O O o
o O O o

Simetri¢ne matrice — gledano u odnosu na glavnu dijagonaitelmenti sa leve i desne strane
matrice su isti, kao:

A O W
D W N W
N W w o
AN O D

Adjungovana matrica — obrademo kao zasebnu celinu

Matricasusedstva obradéemo kao zasebnu celinu

Inverzna matrica A™) — obradéemo kao zasebnu celinu

At=_1L . adjA
detA

Trougaona matrica:

- Gornje trougaona matrica (svi elementi ispod gladijgggonale su jednaki nuli):

o O O -
o O o N
O A DNDN
P N W b

- Donje trougauna matrica (svi elementi iznad glagiggonale su jednaki nuli):

w w o1 -
A N O O
N A O O
R O O O



Def 2 Dve matrice su jednake ako su istog tipa (re@&pisu im odgovaragiielementi jednaki.
Jednakost matrica ima osobine:

- Refleksivnost A=A
- Simetrénost A=B =
C

A
- Tranzitivnost A=B C

B=
B=C = A=C

Uporeduju se samo matrice istog reda !

A=B Matrica A je jednaka matrici B samo ako suswun¢lanovi isti.

A>B Samo ako su s¥vianovi matrice A véi od odgovarajtih ¢lanova matrice B.



Sabiranje matrica

Def 1 Zbir matrica A[&]mni B[bik]mn je matrica C=A+B = [g]mn gde je:

Ck = ax + by ; Ki<m 1< k<n

T1. Sabiranje matrica istog tipa (ranga) ima osobine:

-  Komutativnhosti A+B = B+A
- Asocijativhosti  (A+B)+C = A+(B+C)

Primer 1.
1 3 N 2 1| |3 4
31 1 2| |4 3
A + B = C
antb11=C11
anot1o=Cy2
ap1t1=Co1
apoto=Co2
Primer 2.
-3 1 1 3 -3+1 1+3 -2 4

4 0|+/-1 -1|=|4-1 0-1/=3 -1
2 3 1 -3 2+1 3-3 3 0

T2. Nula matrica (0) je neutralni element za sabirangdrica, tj. vazi:
A+0=0+A=A

Oduzimanje matrica

Def 2 Razlika matrica A[@mni B[bik]mn je matrica C=A-B = [g]mn gde je:

Cik = &k - bi ; kism 1< k<n

Primer 3.

ay1-bi1=c1y
an-bi=cro
8p1-021=C1
ap-b2=Co»



Mnozenje martice

Skalarom (brojem, konstantom)

Def 1 Matrica se mnozi skalarom tako Sto se mnozi sva&ian te matrice sa tim skalarom.

ae [aik] m,n = [ a aik]m,n

Primer 4.
3 1 7 32 12 7/2
%- 2 4 8|=|1 2 4
16 12 3 8 6 32

T1. Operacija mnoZenja matrice skalarom, gders@ skalari a A,B martice, ima slegeosobine:
a(A+tB)=aA+ aB
B(A+B)= BA+ BB
(a.B)*A=a(BA)
1+A=A

Proizvod matrica
Def 2 Proizvod matrica Afglmn i B[bi]mp je matrica C[g]m,p.

C=A*B=Clck]mp pricemuje

Ck= Y ajhx  1<ism 1< k<p

=

Zapis moze da glasi i ovako: Ry * Bkn) = Gmn)

Primer 5.
1 2 1 3
A= B =
1 2 2 3

aybr1 + aohy = oy
ay1bio + ahyn = ¢
ap1bi1 + &l = 0
ap1b1o + &ohoo = &2

C=AxB= > 9
59



Moze i ovakav zapis (veoma je praiain):

Primer 6.
—_—

5 -2 Lo 3 5¥1+(-2)*2 5*0+(-2)*(-1) 5*3+(-2)*1] [1 2 13
3 1 |x l [ }z 3*1+2*2  3-0+1*(-1)  3*3+1*1 |=| 5 -1 10
2 -11
1 -2 1*1+(-2)*2 1*0+(-2)*(-1) 1*3+(-2)*1| |-3 2 1
3x2 2x3

T2. Za mnozZenje matrice ne vazi zakon komutativnosti:

AXB # BxA

2l )]s o
b lls o) le

Ukoliko za neke matrice vazi AB = BA onda su onenkibativne matrice.

Primer 7.

T3. Za mnozenje matrice vaze sléd@sobine:

- Asocijativnost (AB)C = A(BC)

- Desna distributivnost (A+B)C = AC + BC

- Leva distributivnost A(B+C) = AB + AC

- Mnozenje skalarom a (AB) = (a A)B = A(aB)

- Neutralni element za mnoZenje matrica je jestiaimatrica (1) Al=lIA=A

Napomena: Za razliku od skalara gde vazi da je: =0ab a=0Lb=0L a,b=0,
za matrice vaZzi: AB=0 AR

|

Primer 8.



Def 3 MnoZenje matrice i vektora je uvek vektor.

Primer 9.

andy + apdh = pr
ap1dy + &b = P

1 2][5] [1*5+2*5] [15
1 2||5| |1*5+2*5| |15

Moze i ovakav zapis (veoma je praian):



Transponovana matrica (A')

Def 1 Transponovana matrica matrice A je matrica Xrste i kolone zamene svoja mesta, tj.
zarotiraju se uodnosu na glavnu dijagonalu.

Qi iz iz ... dn
Azu A2z Az ... don

A=
A Amz Am3 ... Qmn
A da  ds am
AT _ iz A2 A2z ... Om
a.‘ln a2n a.3n amn

T1. Operacija transponovanja ima sléel®sobine:

(A)'=A
- (A+B) = AT+ BT
- (aA)r =agA" ;a0R
- (AB)T=B'AT

Stepenovanje kvadratne matrice

Def 1 Stepenovanje kvadratne matrice definiSe se gamo

2. A" e AT = AT m,n su nenegativni celi brojevi

3. (A" =A™



Determinante

Prilikom reSavanja sistema jediza javila se potreba za determinantama. Deternténgn broj,
reSenje, matéhi broj. ObeleZzava se porfwdve uspravne crte |.

Determinanta | reda, po

Determinanta Il reda:

ax+by=e /d
cx+dy=f /(-b)
adx + bdy = ed
-bcx - bdy = -fb
adx - bcx =ed - fb

definiciji glasi:

o =a

(+)

(ad - bc)x =ed - fb

ad — bc =A - determinanta sistema

ab
‘= ad - bc
c d
ed- fb
X =
A
b
Ax = © =ed — fb - det. ¢lana x
f d
X = % -reSenje jedndina
Zn&i, determinanta Il reda po definiciji glasi:
a b
| =ad - bc
c d

Primer 10.

iz
Az

Matrica A

au
a21

det A=

au
a21

iz
= aq1dp2 — d2a1
az

Determinanta matrice A

ax + by=e /(-c)
cx+dy=f /(a)
-acx - bcy = -ec
acx + ady =fa
ady - bcy =fa - ec
(ad - bc)y = af - ce

+)

ad — bc =A -determinanta sistema
ab
‘= ad - bc
c d
_ af —ce
A
a e
Ay = |:af—ce - det. ¢lana y
c f
y= % - reSenje jedndina



Determinanta n-tog reda razvijanjem po bilo kojoj vresti ili koloni (Lapsovi razvoiji):

Ain iz ... i
a21 a22 ane a2n n
=aKi+aKp+ ... +aKy = Z&jKlj
) =
Am Amz ... Qm

K — je kofaktor i po definiciji glasi:

Kij = (-1)" |Du|
gde je Dij determinanta tog reda ili se dréigazove subdeterminanta Determinanta reda aje
sve Sto ostane kada se precrta prva vrsta i pem&pi to je subdeterminanta tog reda.

Primer 11. Determinanta treg reda

Adu Q2 &
detAdax a= a4= (-1)2a11
A A Qs

= a1(Bp28s3-8038e2) — a2(Br18e3-8p361) + A3(B1832-82831)
= Q182833 T o3tz + A3Be1832 - Q11 332 ~A1 2001833 - 43 Sp2d31

Az (S e dn A

a
j + ('1)3312
a

a
j + (-1)'as
a

aAs2 1 1 2

Postoji skréeni postupak (Sargosovo pravilo) za &maavanje determinante &g reda. Dopisuju
se dve kolone i pme razvijanje na sleden&din:

Qi iz g du

detA=an az adan Az = 8180833 + oB30e1 + &301832 - Q11 Bp3Ba2 ~A 281863 - A3 231
Asr Az Ay ds2

Osobine determinanti

T1. detA=detA

Primer 11.
Au A
A= a = Q1182 — A28,
;e a
A = = 11802 — A28,
diz Az

T2. Ako u determinanti A miusobno promene mesta dve vrste (kolone) detern@maahja znak.

Primer 12.

A A d» a2

a2 1 a2

dn A

Au A iz



T3. Determinanta se mnozi skalaramtako $to se pomnoZi svaki element jedne vrsteo(ie)l tim
skalarom.

Primer 13.
Au  aw

dz A

aqau Qqa au a2 qau Ao du  Qauw

aedetA=qg- = = = =

[SE Az aax  aa: aaz Az dxn Qa:

T4. Ako su elementi jedne vrste (kolone) proporciaonalementima druge vrste (kolone) tada je
determinanta jednaka nuli (0).

Primer 14.
Aur A Qa1 A2 Auir A
= = = a (ana—as) =0
a21 a.2 0’ a21 0' a2 a21 a.2
Primer 15.
2
A= =2*8-4*4=16-16=0
4 8
Primer 16.
2
A= =2*6-4*3=12-12=0
3 6
Primer 17.
1 7 6
A=|3 18 18 |=1*18*(-12) + 7*18*(-2) + 6*3*3 — 6*18*(-2) — 18*34 — (-12)*7*3
-2 3 -12

A=-216 - 252 + 54 +216 — 54 + 252
A=0

U primeru 17. prva i ta kolona su proporcionalne, jer je prva kolona pobema sa tri upravo
treca kolona, tako da je determinanta jednaka nuli.

T5. det A = detA) + det A?

Primer 18.

7
A= 2127*2—3*11:14—33:—19

11
7 3+4 3 4
N = = = +
11 5+6 5

6

zl =6-15+8-18=-9-10=-19



T6. det(A. B) = det (A) - det (B)
Primer 19.
1 2 (2 5
A= B =
HH R

1 2][2 5 8 9 8 9
det(A. B) = det . = det = de = 8%19 — 9*12 = 152 — 108 = 44
3 2|3 2 12 1

1
detA=3 j:l*2—2*3=2—6=—4

2
detB=3 2122*2—5*324—15:—11

det A.det B = (-4) (-11) = 44

T7. Determinanta ne menja vrednost ako se elememtejedste (kolone) pomnoze nekim skalarom
(brojem) i dodaju drugoj vrsti (koloni).

Primer 20.

4 4 1
A=|4 6 2| = 4*6*(-3)+4* 251+ 1%4%(-1)—1*6*1-4*2%(-1)—4*4*(-3) = -72+8-4-6+8+48 = -18
1 -1 -3

4 4 1 4 4 1 0O 4 1
A=l4 6 2| =5 5 - =0 5 -
1 -1 -3 1 -1 - 2 -1 -

= 0¥5*(-3) + 4%(-1)*2 + 1*0*(-1) — 1*5*2 — 0*(-1)*(-1) — 4*0%(-3) =0 -8—-0-10-0+0 =- 18



ReSavanje n-linearnih jedn&ina sa n-nepoznat
aXi+taXet+ ... tan=b
X1t aXot ... tan=bp
miX1 + anXz + ... + &nXn = b
8nX1 + X + ...+ @ankn = by

Sistem jednéina ima reSenja ako je determinanta fadiod nule A #0

Au Az ... aun
A2r A2z ... Q4o
A=
Anr A2 ... am
au Az ... b ... aw
Ax Az ... b2 ... am
Ax =
i @2 ... b ... @m
AXi
Xi:—
A
Xi  -reSenje jedri@na
Ax - determinantalanax
A - determinanta sistema

Primer 21. ReSiti sistem dve jeditge sa dve nepoznate ?

I4x+y=5
3X—-2y=12
4 1
A= ‘3 2‘ =4*-2)-1*3=-8-3=-11
5 1
Ax= 2 2‘ =5*%-2) - 1*12=-10-12 =-22

4 5
by=| 12‘ = 4*12 — 5*3 = 48 — 15 = 33

N

X:g:izz Y:&:_:_3
A -11 A



Primer 22. ReSiti sistem tri jed¥iae sa tri nepoznate ?
2x+4y+z=4

3X+6y+2z=4
4x-y—-3z=1

A=[3 6 2| = 2%6%(-3)+4*2*4+1*3%(-1)—1*6*4—2*2%(-1)—4*3*(-3) = -36+32-3-24+4+36 = 9

Ax=14 6 2|=-72+8-4-6+8+48=-18
1 -1 -

1
2|=-24+32+3-16-4+36=27

Az=|3 6 =12+64-12-96 +8 -12 = -36

X:%:_]'S:-Z Y:ﬂ 2_7:3 Z:E —36
A 9 A 9 A



Adjungovana matrica

Def 1 Neka je data kvadratna matrica A dimenzija n x n.

A Az ... am
a.Zl a22 aZn
A=
au e ... 8w
Adjungovana matrica matrice A je:
Ar A A

adj A = adj[a] = [Ai]" =

Aix — Kofaktor @ matrice A.

Primer 23. Napisati adjungovanu matricu matrice A.

-
2 13 A A As A An Ax
A=|4 2 1 odjA=| Aw Ax Asl| =| A Az As
530 An An As As As  As
A= 2 4 2*0-3*1= -3 Ao= 41 = 4*0-1*5= -5 Ae= 42 =4*3-2*5= 2
3 5 5 3
1 2 2
Ao = = 1*0-3*3= -9 Ao= =2*0-3*5= -15 Ag= =2*3-1*5=1
3 5 5
1 2 2 1
Agi= = 1*1-3*2= -5 Ap= =2*1-3*4= -10 Ag= = 2*2-1*4=Q
2 4 4
T
-3 -5 2 -3 -9 -5
odjA=|-9 -15 1| = |-5 -15 -10

-5 -10 O 2 1 0



Matrice se mogu Kkoristiti za predstavljanje ravighafova. Takve matrice se zovu matrice
susedstva, i one su kvadratnog oblika.

Primer 24. Za graf na slici napisati matricu sis$ea A i njenu adjungovanu matricu?

1111
0 00O .
A= - matrica susedstva
1100
0010
00
A;i=|1 0 0=0 -Ukoliki su u jednoj vrsti ili koloni sve nulada je reSenje determinante nula.
01

A= A= A= 0

111
A=[1 O =1*0*0 + 1*0*0 + 1*1*1 — 1*0*0 — 1*0*1 - 1*1*0 =1
1
111
Ax=[1 0 = 1*0*0 + 1*0*0 + 1*1*1 - 1*0*0 — 1*0*1 - 1*1*0 =1
1
A23: 0
111
A=l 1 =1*1*1 + 1*0*0 + 1*1*0 — 1*1*0 — 1*0*0 — 1*1*1 =0
0 0 1

Az1= Az= Azz= Azs= Asr= Ago= Asz= As= 0

o000l 0100

0100
ade:1100:

0 0O00O0 0 0 0O

0 00O 0 00O



Inverzna matrica A™

Def 1.Inverzna matrica (A) je inverzni elemenat za operaciju mnoZenja mat@ako vazi:
AtxA= AxA'=]|

Def 2 Kvadratna matrica A, koja ima inverznu matrictt, Aaziva se regularana, a ukoliko nema
onda je singularna kvadratna matrica.

T1. Kvadratna matrica Afaj]'j je regularna ako i samo ako je determinasdA 0. U tom

slu¢aju inverzna matrica sedana:
] 1 .
A'=_—_.adjA
deta 2%

Primer 25. Néi inverznu matricu (&) zadate matrice A.

O, ON
|
SN
o w O o
= O O O

detA = = 2%(-4)*3*1= -24

O r O N
|
N

o w O o

=
w

A= =-.12 A= =0 As=11 O =4 A=11 O =0

= O
o w O

A= %
0 O 2 0 2 0
Az= -4 =0 A= 00 =0 As= 0 -4
1

0 O 2 0
As=-4 0 0=0 A=0 O

= O O

o w o
1
o
1]
=
w

o




Ar A As Au Ar Ax An As
. A21 A22 A23 A24 AlZ AZZ A’«Jz AAz
ade = =
An A A Aa A As As As
AAl AAZ A43 A44 A14 A24 A’«J4 AAA
T
-12 0 4 0 -12 0 O 0
- 0 6 O 0
adad 0 6 0 6| _
0O 0 -8 O 4 0O -8 O
0O 0 0 -24 0O -6 0 -24
At=_1 . ad A
detA

-12 0 O 0
1 0O 6 O 0

Al=_—.
-24 1 4 0 -8 0
0 -6 0 -24
2 0 0 0
Atz O -4 0 0
-6 0 13 0
0 VY4 0 1



