Sadrzaj

TRANSPORTNI PROBLEM

I 1Y o o PP PPPPPPPP 2
2. Opsti model transportnog zadatka............ccvecvveiieeeeee e 3.
2.1. Otvoreni i zatvoreni MOUEN ............oiummeneeeeriiieeee e 4
3. Odredivanje poéetnog (baznog) reSenja .......cccvvveveeeeiiiccceeee e 10
3.1. Dijagonalni metod — metod severozapadnog ugla..............ccoeeevvveeeen. 10
3.2. Metod minimalnih cena u redoVIMa........ccccemeeeieieeeiiiiiie e 14
3.3. Metod minimalnih cena u kolonama ..., 18
3.4. Metod minimalnih cena u matrici — najmanjimae.............cccccccceeevvnneee. 22
3.5. Vogel - ov aproksimativni Metod .........cccceevvvviiiiiieieeeiiiiieieeieeieiesieneneeenn 26
3.6. Vogel — Kordin POStUPAK...........ueuiiimeeiiiiirieeesseriiiiir e e e e e e 30
3.7. Metod dvojnog prvenstva - dvostrukog precmgaa..............cceeeeeeeeennn.. 32
4. NalaZenje optimalnog reSenja...........c.vveeeeeeereeeeriinccveieneeeeseesssveneenenennnn 40
o Y/ 11 o To I = T o T Lo (=] [ P 40
4.2. Metod koeficijenata — potencijala...........cccccceiiiiicccc Al.
4.3. ReSavanje TP poréwo softverskih paketa ...........cccoviiiiiiiiceenniiee e, 57
4.3.1. ReSavanje TP primenom programa LINDO .ccceeeeoooiviviiiieiiiiiiiieee e, 57
4.3.2. ReSavanje TP primenom softverskog paketa@ESION....................oooeeeieinee 63
4.3.3. ReSavanje TP kof&njem programa “QM for Windows”...............ceeuuvveee. 66
4.4. Otvoreni model transportnog Problema..............eeeeeeeveveeeeeieieiieiieieiienn, 69
4.5. Degeneracija u transportnom problemu.. cece..eeeeveeeee e 71
4.6. Maksimalna vrednost funkcije Kriterijuma w ...cooeeeeeeeieiiiiiiiiiiiiiieeeee, 83
7. Metod rasporalivanja (ASIgNACIE) .......uevveeeiiiiiiiiiieirieereeees e ee e e e e e e 88
4% T @ o 1= i 11 o T L= R 88
7.2. ReSavanje problema raspiVan]a ........cccccoeeevuvvieeeeeeeenniiiieeessneeeeeens 90
7.2.1. Minimalna vrednost funkcije Kriterijuma ............ccccoveeieeiiiiiiiiiiiiieeeeeen. 91
7.2.1.1. Kvadratna matrica koeficijenata ... ..o eeeeeeeeeriiiniiinennnnenn. 91
7.2.1.2. Nekvadratna matrica koeficijenata......c.c.cccceeeeeeeeeeiiiienennennn, 96
7.2.2. Maksimalna vrednost funkcije Kriterijuma . .....ceveeeeveeeiiieiiiiieiieaneeens. 98.

7.3. ReSavanije transportnog problemaanskim metodom..................c........ 101



Transportni problem

TRANSPORTNI PROBLEM
1. Uvod

lzucavanje problema transporta primenom aridditi metoda datira iz perioda
pedesetih godina proslog veka. Naziv otjoS iz vremena njegovog postanka
1941. godine kada su transportni problemi posluddi se konstruiSe prvi od
matematkih problema u linearnom programiranju, koji se ripes primenjivao u
raznim oblastima ljudske delatnosti. Neki specijalocajevi transportnog zadatka
su izwavani joS pre pojave radova iz linearnog progranj@al ransportni zadatak
je prvi put uéen u radovima ruskog maten#aia L.V. Kantorowa “Matematéke
metode u organizaciji i planiranju proizvodnje” i939. godine. Prvu strogu
formulaciju transportnog zadatka dao je adiérimatematiar F.F. Hitchcook.
Dantzig je 1951. zasnovao metod za reSavanje toaimg)y zadatka koje je baziran
na simpleks metodu. ¥eu periodu 1953-1955. nastali su novi metodi zavasje
transportnog zadatka koji su mnogo efikasniji odgeks metoda.

Razvojem metodologije LP pokazano je da su tramspgroblemi specijalan
slutaj zadataka LP, bez obzira Sto su neki od njihjeapbstavijeni i reSeni.
Specifénost transportnih problema kao zadataka LP ne agdedna funkciji cilja
F(x) vet u skupu ogragenjal, gde se pojavljuju izvesna uptefija koeficijenata
matrice A skupa ograienja, koji se za razliku od drugih &hjeva, izraZzavaju u
vrednostima nula ili jedan.

Analiticki metodi transporta u najgem broju sldajeva vezuju se za izbor
najpovoljnije varijante transporta pri kojoj su &kmvi minimalni u odnosu na
odreienu saobr&jnu mrezu i transportna sredstva. Danas to vigejedini zadaci
koji se reSavaju kao transportni problemi. $Se&e se tome podvrgavaju i zadaci
optimalnog razmesStaja maSina, postrojenja, ponmosluzbi, skladista, servisa ili
energetskih objekata, zadaci raspodele prevozmtistava na korisnike, zadaci
optimalne lokacije novih pogona, zadaci najpovidgi izbora radnika za
obavljanje odréenih poslova, i drugog sa ciljem postizanjgevekonominosti
rada i vremena. Sve su to zadaci koji se svodeeBavanje razlitih varijanti
transportnog problema. Mnoga spegifi pitanja ovog problema joS uvek su
prisutna u velikom broju ng&nih rasprava i radova koji se bave pr&ktim
primenom analitikih metoda kod reSavanja transportnih problema.

MoZe se istéi da je u svim ovim problemima zajedko sledée:
- uvek se radi o prevozu (ili raspodeli) jednog hoerarg proizvoda,
- transport se vrSi iz viSe izvora natvbroj lokacija,
- pronateno reSenje je optimalno za swesnike, posmatrane zajedno.
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Transportni problem (TP) linearnog programiranja geoblem minimizacije
ukupnih troSkova transporta: resursa, putnika,gjeegtinformacije itd.

U osnovnom modelu TP pretpostavka je da su poznati:

kolicina resursa koju poseduju izvori (proiesi, centri ponude,
ishodiSta, magacini, skladiSta, otpremne stana&)ji je po svojoj prirodi
jednorodna (homogena),

koli¢ina resursa koju potrazuju ponori (potr&Sgrimaoci, prodavnice,
odredista, prijemne stanice i&lb), koju je potrebno distribuirati, a koja je
po svojoj prirodi takde jednorodna (homgena),

cene transporta po jedinici robe od atineog izvora do oddenog
odredista.

Sematski, zatvoren oblik transportnog problema nsezgrikazati kao na slici I1-1.

X11
A1l c,, " B1
3% xCm
X 72,
A2 czi B2
+
o % +"°qu,
3
'\'é\ N
X
Am C:: Bn

Slika I1-1. Sematski prikaz zatvorenog transportpogblema

2. Opsti model transportnog zadatka

Transportnim zadatkom se moZe odrediti optimalam girevoZenja jedne vrste
robe ako je dato:

broj otpremnih stanica (OS) — izvora, proizvodnifangca ili centara,
odakle treba organizovati prevoz robe,

broj prijemnih stanica (PS) — ponora, potttda stanica ili centara, u koje
treba dopremiti robu iz otpremnih stanica,

ukupna kolgina robe koju treba prevesti iz otpremnih u prijenstanice,
cene prevoza po jedinici robe od svih otpremnilswb prijemnih stanica.

U transportnom zadatku se mogu minimizirati ukuposkovi prevoza, vreme
prevoZenja, itd. Podptimalnim planomprevozZzenja podrazumevamo onaj plan
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Transportni problem

prevozZenja robe od otpremnih do prijemnih staniogink se minimizira ukupna
cena prevoza.

2.1. Otvoreni i zatvoreni model

Neka je datan otpremnih in prijemnih stanica. Otpremne stani@emo obeleZiti
slovima A, A, ..., An, @ prijemne sy, By, ..., By Koli¢inu robe (iste vrste) u
otpremnim stanicama obeleZzimoaaay,... ,an, a potrebe prijemnih stanica lza
by,... ,b,. Veli¢ine ay, a,,... ,an nazivaju sgponudeotpremnih stanica, a veéine by,
b,,... , by potraznjeprijemnih stanica. Ukoliko ove velne, koje mogu biti
izrazene u nekim jedinicama (kilogramima, tonamagonima, kilometrima i dr.),

zadovoljavaju jednakost:
D a=>b (2.1.1)
i=1 j=1

onda se transportni zadatak nazzetvorenim Ako je ukupna ponuda robe u
otpremnim stanicama & od ukupne potraZznje te robe u prijemnim stanicalina
obrnuto, transportni zadatak se nazteorenim

Ozna&imo sac;, i=1,..., m, j=1,..,n cenu prevoza jedinice robe izduestanicaA;

i Bj, a sax; - broj jedinica robe koje treba prevestiAizu B;. Za ovako formulisan

zatvoren model transportnog zadatka, podaci se madgazati tabelarno, kao Sto
je prikazano u tabeli II-1. Tabela sadrzi sve pkeakoji definiSu transportni

problem, a na osnovu kojih se moZe formirati op&itmatéki model transportnog

problema.
Tabela II-1. OpSti model zatvorenog taognog zadatka

PS B B, .. B,
m n
0S| 2 a=)b by b, . bn
i=1 =1
C C C
Ay a 11 12 o 1n
X11 X12 Xin
Co1 C2o Con
A a ..
2 2 Xo1 Xo2 Xon
Crm1 Crm2 Cmn
A ..
" & X1 Xm2 Xmn

Otpremne stanice (OS) i njihove ponude né&ena su u pretkoloni, a prijemne
stanice (PS) i njihove potraZnje u zaglavlju tabléle. U levim gornjim uglovima
polja ove tabele unete su cene prevgzaa u desnim donjim uglovima - véle
prevozax;.

U tabelama II-2 i 1I-3 prikazane su joS neke vantga ispisivanja ovako
formulisanog zatvorenog transportnog zadatka.
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Tabela II-2. OpSti model zatvorenog transportnodatka—drugi nédin prikazivanja

. Potrosat o
Proizvataci Kapaciteti
P, | P, | .. P, P
l Cia Ci2 Cin a,
X1 X2 Xn
I, C21 C22 Con a
%1 %2 %n
Cm1 Cm2 Cmn
|
" o1 o2 o &n
m n
Potraznja h b, b, da=)b
i=1 =1
Tabela II-3. OpSti model zatvorenog transportnodatka—trei nacin prikazivanja
Potrosa’ P, P, P,
Proizvadadi (by) (by) (by)
Ci1 C12 Cin
| a
+ (@) X1 X Xn
C21 Co2 Can
| a
2 (%) %1 %2 %n
Cm1 Cm2 Cmn
|
+ (@) Yo Yoz Yon

gde su:
x;j — koli¢ina resursa koja treba da se transportujk ddP;
cj — jedinina cena transporta ¢ddo P,
I —izvori, proizvaeti, ishodiSta, centri ponude, otpremne stanice (OS)
P, — ponori, potro3&, odrediSta, potro$&i centri, prijemne stanice (PS)
a, — kapacitet-tog izvora, ishodista
b; — kapacitef-tog ponora, odrediSta

Veli¢inex;, i = 1,..m, j =1,...n ¢ine dopustivi plan prevozenja ako zadovoljavaju
ograntenja:

D% =a,i=1...m (2.1.2)

j=1

D% =b,, j=1..n (2.13)

i=1

X; 2 0i=1..m j=1..n (2.1.4)

Teorema 2.1.1.Uslov (2.1.1) je potreban i dovoljan uslov da sistem jé&diaa
(2.1.2) i (2.1.3) bude saglasan.
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Dokaz.lz jedn&ina (2.1. 2) i (2 1. 3) sledi:

Za Y= = Zb,,

i=1 j=1 j=1li=1

Sto ozna&ava da je uslov (2.1.1) potreban uslov za saglasnost sisesingifna
(2.1.2) i (3). Da bismo dokazali da je uslov (2.1.1) dovoljalmwsaglasnosti
sistema jednsina (2.1.2) i (2.1.3), dokazamo da su, u staju da vaZzi uslov
(2.1.1), vrednosti promenljivih definisane sa:

b.
X :%, i=1..m j=1..n

reSenje sistema jedtina (2.1.2) i (2.1.3). Zaista, ako vazi uslov (2.1.1), za ovako
definisane vrednosk; dobijamo uslov (2.1.2):

Analogno se dobija uslov (3):

i=1 za1

Zbog uslova (2.1.1) jedtime (2.1.2) i (2 1.3), kojih imar+n, nisu nezavisne.
Zaista, sabirajti jedn&ine (2.1.2), a zatim jedtime (2.1.3), dobijamo isti rezultat
zbog uslova (1) pa ztiada je broj linearno nezavisnih veza jedmakn-1, pa
postojim+n-1 zavisnih promenljivih, kojéemo zvatibazi'nim promenljivim Sve
ostale su nezavisne i 2dano ihslobodnim Slobodnih promenljivih ima:

nim-(m+n-)=(m-)[(n-1).

Bazicnhe promenljive mogu da se izraze p@mslobodnih promenljivih. Dopustivo
reSenje X1, Xi2.-- , Xmn) Nazivamobazinim reSenjem ako je u njemu broj
pozitivnih velgina x; ne ve&i od m+n-1, dok su ostale promenljivg jednake nuli.
To zn&i da u svakom baznom reSenju nema viSe ogtn-1 prevoZenja. BaZno
reSenje nazivamo optimalnineSenjemako minimizira ukupne troSkove prevoza,
tj. minimizira funkciju cilja (kriterijuma):

F(x)=Zm:Zn:cu X; (2.1.5)

=1 j=1

Matematéka formulacija postavljenog transportnog problerstai se u nalazenju
minimuma funkcije cilja (5), a da pri tome bude @aoljen skup ogradenja
(2.1.2) i1 (2.1.3), tako da je:
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min F(X) = CiXurt CioXaot Cig¥ast ... +CiXant
CorXo1t CooXoot CogXost ... +CopXont

CmiXmit CroXmzt CrigXmat .. + CnXmit
Ograntenja po redovima (kapaciteti izvora):

Xi+ Xt ... X =4
Xo1+ Xoo+ ... Xon = A

Xm + X+ ... ¥ = @
Ograntenja po kolonama (kapaciteti ponora):

X1t Xor+ ... BXor =y
Xiot+ Xoo+ ... Xpp = bz

Xin+ Xon + ... Bom = bn.

Pri tome nepoznate vrednosti koje se traze morisijménegativnes;>=0, zato Sto
se radi o fiztkim veli¢inama, odnosno o kdihama transportovanog materijala.

Teorema 2.1.2 Svaki transportni zadatak (2.1.1)-( 2.1.5) sadptimalno reSenje.

Dokaz.Kako je skup dopustivih reSenja kéaa, to funkcija cilja (ukupni troSkovi
prevoza) mora u jednom od tih reSenja da uzme mgjmeiednost.

Teorema 2.1.3Ako su veltineg i b, i=1,...m, j=1,..,n celi brojevi, onda su
i bazicne promenljive u proizvoljnom reSenju taleoceli brojevi.

FormuliSii zadatak transportnog problema, koji je zatvoretipg, pretpostavili
smo da je ukupna ponuda svih proidata jednaka ukupnim potrebama svih
potroS&a. Ukoliko je ta pretpostavka naruSena, tj. da kupne ponude svih
proizvadata vete nego Sto je konzumna hevih potroséa, ili obrnuto, radi se o
otvorenom transportnom problemu.

Pretpostavka 0 ovoj nejednakosti uopSte ne smanfyggtost transportnog
problema i mogénost njegove primene. Otvoreni transportni modelsedenjem
jedne nove kolone ili novog reda, jednostavno pdéwo zatvoreni transportni
model. Kod svdenja otvorenog na zatvoreni model, postupa seau@shacin:

Ako je ukupna ponuda proiziiata ve&ta od ukupne traznje potr@$a tj. ako je:

Zm:q >ibj (2.1.6)
j=1

i=1
tada se postojgn odredistima dodaje joS jedno, nepostejeodrediste, sa
potraznjom koja je jednaka:
bn+l = Zaﬂ _ij (7)
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Transportni problem

Sematski prikaz otvorenog transportnog problemas ga ukupne ponude svih
proizvaiata vete nego Sto je konzumna mevih potroSaa, dat je na slici 1I-2.

B1

B2

Bn

Bn+1
Slika II-2. Otvoreni model transportnog problemaipda véa od potraznje)
Ukoliko je ukupna traZnja potro&aveta od ukupne ponude proiziea, tj.:
2a<Xhb
i=1 =1
tada se postojgn proizvaiatima dodaje jedan nepostéieproizvadat, sa
ponudom koja je jednaka:
n m
., =20 -3
j=1 i=1

Sematski prikaz otvorenog transportnog problemas gal ukupne ponude svih
proizvaiata manje nego Sto je konzumnadswih potroséa, dat je na slici I1-3.

(2.1.8)

(2.1.9)

X

11
Al ——— B1
/5{’ ,\'cmv/
X, 72
A2 B2
A
(.; 3 + & /
+/4 4
/
A Bn
Ve —
Kt & 7

‘a i ‘\\

Slika II-3. Otvoreni model transportnog problematfjaznja véa od ponude)

Na ovaj néin obezbdena je traZzena jednakost, pa se moze reSiti tramspo
problem. Naravno, transportni troSkovi do nepostbjeotroSg&a, odnosno od
nepostojéih proizvaiata, uvekée biti jednaki nuli, tj. bie:
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Cn1=0j=12,...n (2.1.10)
ili

Cmn1,j=0, i=12,.n
Iz napred formulisanog opSteg modela transportmoblema (TP) sigledno je da
se radi o problemu linearnog programiranja. Toalal&i da se ovaj problem
moZe reSiti vé poznatom simpleks metodom. &igim, specijalna struktura
transportnog problema omafjye da se problem reSi mnogo jednostavnijim
postupkom. Posmatranjem matrice sistema ogeaja transportnog problema,
moZe se videti da su svi koeficijenti uz nepozrjaténice. Dalje, kako se svaka
nepoznatag; pojavljuje samo u dve jedtiae, to matrica, pored jedinica, sadrzi i
veliki broj nula, sto dalje pojednostavijuje posdldp reSavanja transportnog
problema.

Pored primarnog transportnog problema, formulisantematikim modelom
(2.1.2) do (2.1.5), moZe se formulisati i njemu @draji dualni problem
Nepoznate u dualnom problemu oZitamo sa:

Ui, i= 1,2,...m
Vi, i=1,2,..n

Pa model dualnog problema irfuakciju cilja (kriterijuma):

maxG(x) =Y a [ + > b, ¥, (2.1.11)
i=1 j=1
i sistemogranicenja
Ui +Vj SCij, i= 1,2,.m; j: 1,2,..n (2112)

Kako sistem ogragenja primarnog problema sadrZi samo jeédimg to nema
nikakvih ograda u pogledu vrednosti dualnih pronméhl tj. one mogu biti i
negativne. Méutim, na osnovu veze, koja postoji iztuerealnih promenljivih
jednog problema i izravnavdjl promenljivih drugog problema, sistem
ograntenja (2.1.12) moZe se razloZiti na dva podsistéfaio dobijamo sled@
sistem ograrfienja dualnog problema:

za x>0, u + v, =cj, (2.1.13)

Za Xj= 0, u +V SCij, (2114)
Kada levoj strani nejedsimme (14) dodamo izravnavaju dualnu promenljivuA i,
pa dobijenu jedrignu reSimo po promenljivof\ j, dobijamo:

Aij =Gj - (Ui +Vj), Zax; = 0. (2115)
Relacija (2.1.15) Be kori€ena prilikom pronalazenja optimalnog reSenja
transportnog problema, ga se onda ukazati na njen Zaji funkciju.
Zatvoreni model transportnog zadatka je najjedmvogiaslucaj transportnih

zadataka linearnog programiranja. Druge varijardagportnog zadatka zashivaju
se na zatvorenom modelu.
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3. Odredivanje po¢etnog (baznog) reSenja

ReSavanja transportnog zadatka svodi se nalivdrge p&etnog (baznog) resSenja,
pomcau jednog od poznatih ¢ganskih postupaka — algoritama. diai prvu etapu u
reSavanju transportnog zadatka. Ako se u ovoj petapi ne dobije optimalno
reSenje, prelazi se na drugu etapu. U drugoj esapiodrdenim iterativnim
postupkom, pomgu algoritma za nalaZenje optimalnog reSenja, péhey
pocetno reSenje tako Sto se prelazi sa prvogchag reSenja na bazia reSenja
koja su bliza optimalnom reSenju, sve dok se neijelobptimalno reSenje.
Razvijeni su i algoritmi kod kojih nije potrebnogmalaziti p&etno reSenje, ono je
vet optimalno.

Postoji vise metoda za odiieanje p&etnog bazinog reSenja, kao sto su:
1. dijagonalni metod — pravilo severozapadnog uglarajglevi ugao,
2. metod minimalnih cena u redovima,

3. metod minimalnih cena u kolonama,

4

metod minimalnih cena u matrici — metod (hajmanjij@dinicnih
koeficijenata,

Vogel-ov aproksimativni metod,
6. Vogel — Kordin postupak,
7. metod dvojnog prvenstva — dvostrukog precrtavanja.

o

3.1. Dijagonalni metod — metod severozapadnog ugla

Ovaj metod se€esto naziva i metod “gornji levi ugao” ili “meto@\werozapadnog
ugla”. Detalji ovog metoda najbolje se objaSnjavap konkretnom zadatku. U
tabeli 1I-4 date su katine robe koje treba otpremiti iz otpremnih stanf&s),
koli¢ine robe koje se traZze u prijemnim stanicama (R&),i cene prevoza jedinice
robe od svake otpremne do svake prijemne stani@koSpolje tabele oziano sa
@i, i=1, ...,m,j=1, ...,n. U levom gornjem uglu svakog takvog poljg)(tabele
upisana je cena prevozga-prevoza jedinice robe izte otpremne uj-tu prijemnu
stanicu. U desnom donjem uglu upisana je vrednasthenljive x;, tj. upisana je
koli¢ina robe koju treba prevestiize otpremne (-tu prijemnu stanicu. U naSem
primeru imaman=4 otpremnih in=5 prijemnih stanica. Ukupna kdiina robe koja
se nudi u otpremnim stanicama je:

m
Da=aj+a+tagtas=36+23+29+12 =100,
i=1
i jednaka je ukupnoj kalini robe koja se trazZi u prijemnim stanicama:

n
ij:b1+b2+b3+b4+b5:l3+24+15+21+272100.

=

10/102



mr lvan Jovanoyj, dipl. ing. Dodata

MozZe se zakljtiti da se radi @atvorenom modelwiansportnog problema, jer vazi:
m n
2a=20b.
i=1 i=1

Tabela II-4. Péetni problem transportnog zadatka

PS B B, Bs B, Bs
OS | 100 13 24 15 21 27
A, 36 5 12 1 4 13
A, 23 7 8 14 6 5
Aq 29 15 4 2 7 9
A, 12 6 11 5 16 3

Prema dijagonalnom metodu najpre a@dijemo vrednost promenljive; kao:

X11 = min{ay, b} = min {36,13} = 13.
Kao Sto vidimo, prva otpremna stanisamoZe da ispoxti 36 jedinica robe, a prva
prijemna stanica trazi 13 jedinica te robe. Uzimajg, = 13, podmirujemo potrebu

prve prijemne stanice u potpunosti. Ovu vrednostxzgaupisujemo u donjem
desnom uglu polja (1,1), kao Sto je prikazano elidb5.

Tabela 1I-5. Dijagonalni metod — odfivanje pa@etnog reSenja

PS B B, Bs B, Bs
OS | 100 13 24 15 21 27
5 12 1 4 13
Ay 36 13
A, 23 7 8 14 6 5
As o9 15 4 2 7 9
A, 12 6 11 5 16 3

Otpremna stanic#; moZe da ispomti joS 36-13 = 23 jedinica robe preostalim
prijemnim stanicama. Prijemnoj stani&i dajemo najviSe Sto moZzemo, tj. ¥@hiu
X12 odreiujemo iz jednakosti:

X12 = Min{36-13,24} = min{23,24} = 23.

Na ovaj ndin koli¢ina robe prve otpremne stanice je iscrpljena, paeidine x;3,
X14 | X5 jednake nuli. Nule iz prakinih razloga ne upisujemo. Vrednost xa
upisujemo u donjem desnom uglu polja (1,2), kagesSfwikazano u tabeli II-6.
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Tabela II-6. Dijagonalni metod — odieanje pe@’etnog reSenja

PS | B B, B, B, B.

os [ 100 | 13 24 15 21 27
5 12 1 7 13

Av | 36 13 23

n | 2 |7 8 14 6 5

a | 20 |15 2 2 7 9

a | 12 |© 11 5 16 3

Prva prijemna stanica je zadovoljena, a promeniyej=1,2,3,4,5 u drugoj vrsti
(redu) tabele, odteljemo na sled# nin:

Xo1= 0;

X2 = MIin{23, 24-23} = min{23,1} =1;

X3 = mMin{23-1, 15} = min{22,15} =15;

Xoq = mMin{23-1-15, 21} = min{7,21} =7,

Vrednost zak,, Xe3, X4 UPiSUjemo u donjem desnom uglu polja (2,2; 2,8),Xao
Sto je prikazano u tabelama Il-7 — 11-9.

Tabela II-7. Dijagonalni metod — odieanje pa@etnog reSenja

PS | B B, B, B, B.

os [ 100 | 13 24 15 21 27
5 12 1 7 13

Av | 36 13 23

a2 |7 8 ; 14 6 5

a | 20 |15 4 2 7 9

a | 12 |8 11 5 16 3

Tabela II-8. Dijagonalni metod — odieanje p@etnog reSenja

PS B B, B; B, Bs

OS | 100 13 24 15 21 27
5 12 1 4 13

Ar 36 13 23
7 8 14 6 5

A, 23 1 1=

A, g |15 4 2 7 9

A 1 |8 11 5 16 3
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Tabela II-9. Dijagonalni metod — odieanje p@etnog reSenja

PS | B B, B, B, B.

os [ 100 | 13 24 15 21 27
5 12 1 7 13

Av | 36 13 23
7 8 14 6 5

A | 23 1 15 7

a | 20 |15 2 2 7 9

a | 12 |© 11 5 16 3

Druga prijemna stanica je zadovoljena, a promealy j = 1, 2, 3, 4, 5 u t®)
vrsti (redu) tabele, oddejemo na sled# n&in:

Xa1 = Xa2 = Xa3 = 0;

Xa4 = Min{29, 21-7}= min{29,14} = 14;

X35 = min{29-14, 27} = min{15,27} = 15;
Vrednost zax, i X35 upisujemo u donjem desnom uglu polja (3,4; 3,8 Eto je
prikazano u tabelama II-10 i 11-11.

Tabela 1I-10. Dijagonalni metod — odieanje p@etnog reSenja

PS B B, Bs B, Bs
(ON] 100 13 24 15 21 27
5 12 1 4 13
A | 36 13 23
7 8 14 6 5
A | 23 1 15 7
15 4 2 7 9
As 29 14
A 12 6 11 5 16 3
Tabela II-11. Dijagonalni metod — odieanje p@etnog reSenja
PS B B, Bs B, Bs
(ON] 100 13 24 15 21 27
5 12 1 4 13
A | 36 13 23
7 8 14 6 5
A | 23 1 15 7
15 4 2 7 9
As | 29 14 15
A 12 6 11 5 16 3
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Treca prijemna stanica je zadovoljena, a promenbiyg = 1, 2, 3, 4, 5 ¢etvrtoj
vrsti (redu) tabele, oddejemo na sled# n&din:

X41 = Xa2= Xa3 = Xag = 0;
X45 = min {12, 27-15} = min {12, 12} =12.

Vrednost zays upisujemo u donjem desnom uglu polja (4,5), kag&tprikazano
u tabeli 11-12.
Tabela II-12. Dijagonalni metod — odiganje p@etnog reSenja

PS B B, Bs B, Bs
OS | 100 13 24 15 21 27
A, 36 5 s 12 ’ 1 4 13
A, 23 7 8 . 14 . 6 : 5
As 29 15 4 2 7 s 9 .
A, 12 6 11 5 16 3 "

Nenulte bazine promenljive, bazna polja, koncentriSu se okergadijagonale u
transportnoj tabeli, pa je otuda i potekao naziagbnalni metod”, ali isto tako
ovaj pravac podse na pravac severozapad — jugoistok, pa se nekazlgani
“metod severo-zapadnog ugla”. Karaktetist je da popunjavanje tabele hiawm
promenljivim uvek poinje od polja (1,1), a zavrSava se u poljgn). Da bismo
istakli polja tabele u kojima su na ovaj¢ma dobijene bazine promenljive,
pocetno reSenje, crvenim brojevima je oZe@a kolina resursa koja treba da se
transportuje iz oddenih otpremnih centara do odeme prijemne centre. Kao Sto
vidimo, imamom+n-1 = 4+5-1 = 8 “crvenih”, baznih polja, tj. 8 pdgitih
promenljivih, dok su ostale promenljive jednakeinBtema tome, ukupni troSkovi
prevoza iznose:

F (Xo)= 513 + 1223 + 81 + 1415 + 67 + 714 + 915 + 312 =870 n,j.

3.2. Metod minimalnih cena u redovima

Kod ovog metoda, g@inje se od prvog reda gde seaea minimalna cena i u tom
polju se postavlja maksimalna b&rm vrednost, Sto se nastavlja i u ostalim
redovima. U primeru Kkoji je dat u tabeli II-13, intb da je cen&;3 =1 najmanja,
pa za promenljivix;z uzimamo vrednost:

X13= Min{23,15} = 15.

Ovu vrednost zx;; upisujemo u donjem desnom uglu polja (1,3) tabel&3T Na
ovaj n&in, treta prijemna stanic®; je zadovoljena, a prva otpremna staniga
ima na raspolaganju jo§ 36 -15 = 21 jedinicu rdbec¢u kolonu isklj&ujemo iz
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daljeg razmatranja, jer su potrebe prijemne staBigegadovoljene, a postupak
nastavljamo sve dok otpremna stamgane bude, takde, zadovoljena.

Tabela 11-13. Metod minimalnih cena u redovimadredivanje paetnog reSenja

PS B B, B, B, By
os [ 100 13 24 15 21 27
5 12 1 4 13
A | 36 15
A | 23 |7 8 14 6 5
A | 20 |15 4 2 7 9
A | 12 | 11 5 16 3

Nakon upisivanja vrednostiz= 15, polje sa najmanjim troSkovima u prvom redu,
koje je preostalo, je poljes, za koje je:

Cis=4=ming;, 1<j<5; j#3; i =1
u njega upisujemo preostalu kifia robe otpremne staniég, kao Sto je prikazano

u tabeli 11-14:
X14= min{36-15,21} = min{21,21} = 21.

Ovim je zadovoljena prva otpremna stamga cetvrta prijemna stanidd,, pa prvi
red i drugu kolonu iskljgujemo iz daljeg postupka.

Tabela 11-14. Metod minimalnih cena u redovimadredivanje p@etnog reSenja

PS B B, B; B, Bs
OS | 100 13 24 15 21 27
5 12 1 4 13
Ar 36 15 21
A, 23 |7 8 14 6 5
A, g |15 4 2 7 9
A, 1 |8 11 5 16 3

Dalji postupak se nastavlja tako Sto se najmanjaa cgansporta po jedinici
proizvoda traZi u poljima drugog reda. Kako je:

C=5=ming;, 1<j<5, j#3,4 =2

to u donjem desnom uglu polja (2,5) upisujemo vostilazine promenljivexs =
23, kao sto je prikazano u tabeli II-15.

min{23, 27} = 23.
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Ovim je zadovoljena druga otpremna stanica, paided)iskljutujemo iz daljeg
razmatranja. Prijemna stani& raspolaze joS sa kapacitetom od 27 - 23 = 4
jedinica robe.

Tabela 11-15. Metod minimalnih cena u redovimadredivanje p@etnog reSenja

PS B B, Bs B, Bs
0sS | 100 13 24 15 21 27
5 12 1 4 13
A 36 15 21
7 8 14 6 5
A, 23 >3
A, 59 |15 4 2 7 9
A, 1 |8 11 5 16 3

Medu cenama u téem redu najmanju vrednost ima:
Cz=4=minc;, 1<j<5;j#3,4; i=3
zato u donjem desnom uglu polja (3,2) upisujemalvost bazine promenljivexs,
= 24, kao Sto je prikazano u tabeli II-16:
X32 = Min{29,24} = 24,

Ovim je zadovoljena druga prijemna stanica, pa driglonu isklj@ujemo iz
daljeg razmatranja. Otpremna stamrdgaaspolaze joS sa 29 - 24 = 5 jedinica robe.

Tabela 1I-16. Metod minimalnih cena u redovimadredivanje p@etnog reSenja

PS B B, B, B, Bs

OS | 100 13 24 15 21 27
5 12 1 4 13

Ar 36 15 21
7 8 14 6 5

A, 23 23
15 4 2 7 9

As 29 24

A, 12 6 11 5 16 3

Nakon upisivanja vrednosts, = 24, polje sa najmanjim trosSkovima udeen redu,
koje je preostalo, je poljes , za koje je:

Cs=9=mincj, 1<j<5;j#234;i=3

U polje xss upisujemo maksimalnu modu kolicinu preostale robe otpremne
staniceAs, ato je:
Xs5= Min{29-24,27-23} = min{5,4} = 4,

kao Sto je prikazano u tabeli 1I-17.
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Tabela 11-17. Metod minimalnih cena u redovimadradgivanje p@etnog reSenja

PS | B B, B, B, Be

os [ 100 | 13 24 15 21 27
5 12 1 7 13

Av | 36 15 21
7 8 14 6 5

A, | 23 -
15 2 2 7 9

As | 29 24 4

a | 12 |© 11 5 16 3

Na ovaj ndin su zadovoljene potrebe potrokag centraBs, tako da se peta kolona
izostavlja iz daljeg postupka. Metim, u treoj otpremnoj staniciA; ima na
raspolaganju jos 29 - 24 - 4 = 1 jedinica robe. MpZemo da rasporedimo u polje
sa najmanjim troSkovima koje je preostalo éera redu, a to je:

C1=15=ming;, 1<j<5;j#2345;i=3

tako u donjem desnom uglu polja (3,1) tabele Iup&ujemo maksimalnu modu
koli¢inu preostale robe otpremne stanigea to je:

min{13, 29-24-4} = min{13,1} = 1.

Tabela 11-18. Metod minimalnih cena u redovimadredivanje p@etnog reSenja

PS B B, B, B, B:

OS | 100 13 24 15 21 27
5 12 1 4 13

Ar 36 15 21
7 8 14 6 5

A, 23 23
15 4 2 7 9

As 29 1 24 4

A, 1o |6 11 5 16 3

Na ovaj néin je ponuda otpremne staniég zadovoljena, pa iz daljeg postupka
prora&una izostavljamo tie red.

Postupak nastavljamo tako Sto popunjavafetyri red. Jedino polje detvrtom
redu preko kog moZzemo da izvrSimo transport je:

Cn=6=minc;, 1<j<5;j#2345;i=4

Otuda sledi da u donjem desnom uglu polja (1,4sujpmo vrednost bazie
promenljivex,;=12.
X41 = Min{12,13-1} = min{12,12} = 12.

kao Sto je prikazano u tabeli 11-19:
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Tabela 11-19. Metod minimalnih cena u redovimadredivanje p@etnog reSenja

PS B B, Bs B, Bs
OS | 100 13 24 15 21 27
A, 36 5 12 1 . 4 o 13
A, 23 7 8 14 6 5 -
As 29 15 . 4 s 2 7 9 .
A, 12 6 - 11 5 16 3

Crvenim brojevima je oziana koltina resursa koja treba da se transportuje iz
odreienih otpremnih centara do odeme prijemne centre. Kao $to moZzemo da
uccimo u reSenju se nalaze 7 baznih polja (crveni évwipyj dok su ostale
promenljive jednake nuli, i nije ispunjen uslov rgdnerisanosti:

r=m+n-1=4+5-1=8.

Ovde je ré o degenerisanonpaietnom reSenju transportnog problemaciNaa
koji se reSavaju degenerisani transportni zadakapete se u posebnom poglavlju.

Prema tome, ukupni troSkovi prevoza, u ovongaj, iznose:

F (X)= 115 + 421 + 523 + 151 + 424 + 94 + 612 = 433 n,j.

Nije teSko zapaziti da su ukupni transportni tradkaa ovo pgetno reSenje znatno
maniji od troSkova za reSenje dobijeno pémdijagonalnog metoda.

3.3. Metod minimalnih cena u kolonama

U analiziranoj prvoj koloni se postavlja maksimalmezni elemenat u polje sa
najmanjom jediinom cenom transporta. Nadalje se postupak nastadja
preostale kolone. Postupak je ekvivalentan predi@dmetodu minimalnih cena u
redovima. Za primer koji je dat u tabeli 11-20,8avamo da je u prvoj koloni cena
c11 =5 najmanja, pa za promenljixgy uzimamo vrednost:

X11= m|n{36,13} =13.

Ovu vrednost z&;; upisujemo u donjem desnom uglu polja (1,1) tabeR9! Na
ovaj n&in, prva prijemna stanidd, je zadovoljena, a prva otpremna starigama
na raspolaganju jos 36 -13 = 23 jedinica robe. Zibga prvu kolonu iskljéujemo
iz daljeg razmatranja.

Postupak se nastavlja tako Sto se najmanja censptieta po jedinici proizvoda
traZi u poljima druge kolone. Posto je:

C=4=mincj, 1<i<4,j=2
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Tabela 11-20. Metod minimalnih cena u kolonamadregivanje p@etnog reSenja

PS B B, Bs B, Bs
OS | 100 13 24 15 21 27
5 12 1 4 13
Ay 36 13
A, 23 7 8 14 6 5
As 29 15 4 2 7 9
A, 12 6 11 5 16 3

zato u donjem desnom uglu polja (3,2) upisujemanost bazne promenljive, =
24, kao Sto je prikazano u tabeli I1-21:

min{29, 24} = 24.

Na ovaj ndin je zadovoljena druga prijemna stanica, pa diganu iskljutujemo
iz daljeg razmatranja. Otpremna stamdgaaspolaZe joS sa 29-24 =5 jedinica robe.

Medu cenama u t®] koloni najmanju vrednost imais; =1= ming;, 1<i<4, j=3.

Tabela II-21. Metod minimalnih cena u kolonamadtegivanje pa'etnog reSenja

PS B B, Bs B, Bs
OS | 100 13 24 15 21 27
5 12 1 4 13
Ay 36 13
A, 23 7 8 14 6 5
15 4 2 7 9
Az 29 24
A, 12 6 11 5 16 3

zato u donjem desnom uglu polja (1,3) upisujemalnvost bazine promenljivex;s
=15, kao Sto je prikazano u tabeli 11-22:

X1z = Min{36-13,15} = min{23,15} = 15.

Ovim je zadovoljena téa prijemna stanica, pa tie kolonu iskljiujemo iz daljeg
razmatranja. Otpremna staniéaraspolaZe joS sa 36-13-15 = 8 jedinica robe.

Najmanja vrednost cenecetvrtoj koloni je:
Cu=4=minc;, 1<i<4,j=4

Sledi da u donjem desnom uglu polja (1,4) upisujemrednost bazine
promenljivex;4, = 8, kao Sto je prikazano u tabeli II-23:

X14 = Min{36-13-15,21} = min{8,21} = 8.
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Tabela 1I-22. Metod minimalnih cena u kolonamadredivanje pa'etnog reSenja

PS | B B, B, B, B.

os [ 100 | 13 24 15 21 27
5 12 1 7 13

Av | 36 13 15

n | 2 |7 8 14 6 5
15 2 2 7 9

As | 29 s

a | 12 |© 11 5 16 3

Na ovaj néin je zadovoljena prva otpremna stanica, pa prdiis&ljuéujemo iz
daljeg razmatranja. Prijemna stan®araspolaZe kapacitetom prijema sa jos: 21-8
=13 jedinica robe. Dalji postupak se nastavlja tdkm se ucetvrtoj koloni, u
poljima koja su preostala, pronalazi polje sa sledenajmanjom cenom prevoza:

Cxu=6=mincj, 1<i<4; izl j=5

Tabela 11-23. Metod minimalnih cena u kolonamadtegivanje pa'etnog reSenja

PS B B, Bs B4 Bs
OS | 100 13 24 15 21 27
5 12 1 4 13
A 36 13 15 8
A, 23 7 8 14 6 5
15 4 2 7 9
As 29 o
A, 12 6 11 5 16 3

Zato u donjem desnom uglu polja (2,4) upisujemarost bazine promenljives,
=13, kao Sto je prikazano u tabeli 11-24:

X24 = MiN{23,21-8} = min{23,13} = 13.

Tabela II-24. Metod minimalnih cena u kolonamadtegivanje pa'etnog reSenja

PS B B, B; B, Bs
OS | 100 13 24 15 21 27
5 12 1 4 13
Ar 36 13 15 8
7 8 14 6 5
A, 23 13
15 4 2 7 9
As 29 o
A, 1o |8 11 5 16 3
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Tako je zadovoljen&etvrta prijemna stanica, p#etrvtu kolonu iskljgujemo iz
daljeg razmatranja. Otpremna stamrdgaaspolaze kapacitetom jos sa: 23 - 13 = 10
jedinica robe. U petoj koloni, najmanja vrednostiege:

Cs=3=mincj, 1<i<4;,i#1; j=5
Otuda sledi da u donjem desnom uglu polja (4,55ujpmo vrednost bazie
promenljivexss = 12, kao Sto je prikazano u tabeli 11-25:
X45 = MiN{12,27} = 12.

Na ovakav nén je zadovoljenacetvrta otpremna stanicé,, pa cetvrti red
iskljucujemo iz daljeg razmatranja. Prijemna staniBa raspolaze joS sa
kapacitetom prijema od 27 - 12 = 15 jedinica robe.

Nepopunjena polja koja su preostala u petoj kolgsi i X5 popunjavamo
vrednostima promenljivih na sleden&in:

Xo5= Min{23-13,27-12} = min{10,15} = 10
X35= min{12,27-12-10} = min{12,5} = 5.

Tabela II-25. Metod minimalnih cena u kolonamadredivanje pa'etnog reSenja

PS B B, Bs B, Bs
OS | 100 13 24 15 21 27
A, 36 5 s 12 1 . 4 o 13
A, 23 7 8 14 6 1 5
Aq 29 15 4 s 2 7 9
A, 12 6 11 5 16 3 "

Popunjavanje polj&s i X35 prikazano je u tabelama 11-26 i 11-27.

Tabela 1I-26. Metod minimalnih cena u kolonamadtedivanje pa'etnog reSenja

PS B B, Bs B, Bs
OS | 100 13 24 15 21 27
A, 36 5 1 12 1 . 4 o 13
A, 23 7 8 14 6 " 5 0
As 29 15 4 s 2 7 9
A, 12 6 11 5 16 3 -
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Tabela 1I-27. Metod minimalnih cena u kolonamadredivanje pa'etnog reSenja

PS B B, Bs B, Bs
OS | 100 13 24 15 21 27
A, 36 5 1 12 1 . 4 o 13
A, 23 7 8 14 6 " 5 0
As 29 15 4 s 2 7 9 .
A, 12 6 11 5 16 3 "

Crvenim brojevima je oziana koltina resursa koja treba da se transportuje iz
odreienih otpremnih do oddene prijemne centre. Kao $to moZzemo d&mo u
reSenju se nalaze 8 baznih polja (crveni brojeldk su ostale promenljive jednake
nuli, i ispunjen je uslov nedegenerisanosti:

r=m+n-1=4+5-1=8.

Ovde je prondenonedegenerisanpatetno reSenje transportnog problema, u kome
funkcija cilja ima sledéu vrednost:

F (x)=513+ 115+ 48 + 613 + 510 + 424 + 95 + 312 = 417 n.j.

MoZemo uditi da su ukupni transportni troSkovi, za ovoépmo reSenje, znatno
manji od troskova koji su dobijeni pow dijagonalnog metoda i metodom
minimalnih cena u redovima.

3.4. Metod minimalnih cena u matrici — najmanjih cana

Prema metodu minimalnih cena u matrici, ili kako drig&ije zove metod
najmanjih jedinénih koeficijenata (cena), za prvu b&mi promenljivu uzimamo
najvee mogue prevozenje u polju tabele, gde je cena prevopaamga.

U primeru koji je dat u tabeli 11-28, vidimo da ¢&nac,, =1 najmanja, pa z#&-
uzimamo vrednost:
X22= min{300,260} = 260.

Ovu vrednost za&,, upisujemo u donjem desnom uglu polja (2,2) tabke3] Na
ovaj n&in, druga prijemna stanidd, je zadovoljena, a druga otpremna stadiga
ima na raspolaganju jo$ 300 -260 = 40 jedinica r@lzene bismo ispustili iz vida
da otpremna stanic#\, raspolaze sa joS 40 jedinica robe, ufBsao joS
neraspodeljenu kdlinu robe na desnoj strani od tabele u visini drnurgée.

Sada se najmanja od preostalih cena trazi u poljireastalih kolona: prve, ite,
cetvrte i pete. Kako je:

C;1=2=mincj, 1<i<4;, 1<j<5;jz2
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Tabela 1I-28. Metod minimalnih cena u meitri odrefivanje p@etnog reSenja

PS B B, Bs B, Bs
OS | 1000 140 260 230 140 230
A, 200 4 4 5 6 7
7 1 3 8 11
A; | 300 260 40
As | 350 2 4 8 5 9
A 150 10 7 9 3 10

to u donjem desnom uglu polja (3,1) upisujemo vostiibaztne promenljivex:
Xa1 = mMin{350, 140} = 140.

Ovim je zadovoljena i prva prijemna stanica, paugkelonu iskljiujemo iz daljeg
razmatranja. Otpremna staniBaraspolaZze joS sa 350 - 140 = 210 jedinica robe,
Sto zapisujemo desno od tabele u produZetkie treste, prikazano u tabeli [1-29.

Tabela 11-29. Metod minimalnih cena u matrici érefivanje pa@etnog reSenja

PS B B, Bs B, Bs

os [1000] 140 260 230 140 230

A | 200 [4 4 5 6 7
7 1 3 8 11

A, | 300 — 40
2 4 8 5 9

As | 350 140 210

A, | 150 |10 7 9 3 10

Izmaiu cena u tréoj, cetvrtoj i petoj koloni najmanju vrednost imaju cengi C4:
Cz=Cu=3=minc;; 1<si<4;, 1<j<5; j#1,j22
zato odrdujemo najpre vrednosti promenljiwg; i X441 Sasvim je svejedno, u ovoj
situaciji, kojim redom t@inimo.
%23 = Min{300-260, 230} = min{40, 230}=40
Ovim je iscrpljena druga otpremna stanica, pa nsmakoltinu robe desno od
tabele precrtavamo. Ali, tfej prijemnoj staniciB; potrebno je dostaviti jo§ 230 -

40 = 190 jedinica robe, pa to upisujemo na kragtetkolone ispod tabele, kao Sto
je prikazano u tabeli 11-30.
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Tabela 11-30. Metod minimalnih cena u nwtr odrefivanje p@etnog reSenja
PS B B, B, B, Bs
OS | 1000 140 260 230 140 230
A, 200 4 4 5 6 7
7 1 3 8 11
A, | 300 260 40 49"
2 4 8 5 9
As 350 140 210
A, 150 10 7 9 3 10
190

Kada odredimo za:
Xs4= Min{150, 140} = 140,

u cetvrtoj otpremnoj stanici ostaje jos 10 jedinichedoja moZe da se otpremi, pa
to upisujemo na krajuetvrtog reda pored tabele, a prijemna stariizaje
popunjena, Sto je prikazano u tabeli 11-31.

Tabela II-31. Metod minimalnih cena u matriobdrefivanje pa'etnog reSenja

PS | B B, Bs B. | B

Os [1000| 140 | 260 | 230 | _ 140] _ 230

A | 200 |2 2 5 6 7
7 1 3 8 11

Az | 300 260| 40 A6
2 2 8 5 9

A | 350 |20 210
10 |7 9 3 10

A | 150 140 10

190

Medu cenama u t®j i petoj koloni najmanju vrednost ima ceeg =5, pa
stavljamo da je

%13 = Min{200, 230 - 40} = 190.

Kako je ovim zadovoljena téa prijemna stanica precrtavamo razliku (190), koju
smo upisali na dnu ove kolone u prethodnom kordkwva otpremna stanica
raspolaZze sa joS 10 (200-190=10) jedinica robey tiktu koléinu upisujemo na
desnoj strani od tabele u visini prve vrste, kag&tprikazano u tabeli 11-32.

Preostaju joS polja pete kolone i njih popunjavamednostima promenljivihxs,
X35, | X45, NA Sled& n&tin:

X5 = 10;

Xg5 = Min{350-140, 230-10} = min{210, 220} = 210;

X35 = min{150-140, 230-10-210} = min{10,10} = 10;
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Sto se moze videti i tabelama od 11-33 do [I-35.

Tabela 11-32. Metod minimalnih cena u matriobdrefivanje paetnog reSenja

PS B B, B; B, Bs
OS | 1000 140 260 230 140 230
4 4 5 6 7
A 200 190 10
7 1 3 8 11
A, | 300 260 40 s
2 4 8 5 9
Az 350 140 210
10 7 9 3 10
Ay 150 140 10
290
Tabela 11-33. Metod minimalnih cena u matriabdrefivanje paetnog reSenja
PS B B, Bs B, Bs
OS | 1000 140 260 230 140 230
4 4 5 6 7
A | 200 190 0 pad
7 1 3 8 11
A, 300 260 40 }6
2 4 8 5 9
Az 350 140 210
10 7 9 3 10
A, 150 140 10
190
Tabela II-34. Metod minimalnih cena u matricéredivanje p@etnog reSenja
PS B B, B; B4 Bs
OS | 1000 140 260 230 140 230
4 4 5 6 7
A | 200 190 10 ol
7 1 3 8 11 40
A | 300 260 40
2 4 8 5 9 240
As | 350 140 210
10 7 9 3 10
Ay 150 140 10
190
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Tabela 11-35. Metod minimalnih cena u matriaderedivanje p@etnog reSenja

PS | B B, B, B, Bs

Os [ 1000| 140 260 230 140 230
7 Z 5 6 7

A, | 200 190 0 §2g
7 1 3 8 11

Az | 300 260 40 -
2 Z 8 5 9

As | 350 140 210 -
10 7 9 3 10

As | 150 140 10 >

120

Ovakvom preraspodelom transpotra zadovoljene suogwemne i sve prijemne
stanice. Vidimo da je dobijeno reSenje Bapi nedegenerisander imam+n-1 =
4+5-1 = 8 pozitivnih promenljivih. Ukupni troSkoprevoza su:

F(%)= 5190 + 710 + 1260 + 340 + 2140 + 9210 + 3140 + 1010 = 3.990 n.j.

3.5. Vogel - ov aproksimativni metod

Vogelov aproksimavni metod je vrlo efikasan metoshalazenja pietnog resenja
transportnog problema. ReSenje dobijeno ovim metoade samo da je blizu
optimalnom, vé ¢e u nekim sltiajevima dati odmah optimalno reSenje.

Postupak za reSavanje je sléde

a) Za svaki red i svaku kolonu matrice troSkova dmravaju se razlike
izmeiu dva najmanja koeficijenta; (najmanjeg i neposredno e
troSka). Ta razlika se moze tretirati kao “kazna’nekorigenje najjeftinije
transportne relacije. Ako su u nekoj liniji matrideed, kolona) dva
najmanja troSka jednaka, onda je razlika za tjuljgidnaka nuli.

b) U narednom koraku izabere se red ili kolona saatajw “kaznom” i on
¢e dobiti prednost pri oddevanju vrednosti promenljivih. Kada jedan red,
odnosno kolona, dobije prednost nad ostalim, u njseu polje s najnizim
transportnim troSkovima odtgje promenljiva sa naj¢em mogiéom
vrednogu. Vrednost promenljive; jednaka je ili ponudg ili potrazniji b,
vec prema manjoj vrednosti. Ukoliko jeg=a; onda je ishodistes
(kapacitet nekog proizdaca) potpuno iscrpljeno, pa se taj red u narednoj
iteraciji izostavlja. U protivhom je zadovoljenoredisteb; (potreba nekog
potroS&a), pa se u narednoj iteraciji izostavlja ta kolona

c) Ponovo se pretanavaju razlike za preostale redove i kolone. A&O j
izostavljen red, nove “kazne” secteaju za kolone jer su po redovima
ostale iste i, obratno, ako je izostavljena kolor&unaju se “kazne” za
redove.

d) Postupak réunanja “kazni”, davanje prednosti redu ili kolobiranje polja
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sa najmanjim troSkom u izabranom redu (koloni) iedtvanje vrednosti
nove promenljive ponavlja se dok se ne dobije darireSenje problema.
Drugim re&ima, koraci b) i c) se ponavljaju toliko dugo svekdse ne
rasporede kotine a na odrediStey;, ¢ime se dobijaju sve komponente
pocetnog baznog reSenja.

Vrednosti aproksimativhog reSenja {ptnog reSenja) po Vogelovom metodu
dobijaju se mnoZenjem vrednosti dobijenih &old transporta (promenljivih) s
odgovarajdim troSkovima transporta i njihovim sabiranjem.

Primer 3.5.1. Potrebno je transportovati robu detiri ishodiSta (otpremnih stanica) u pet
odrediSta (prijemnih stanica). Kdihe raspolozive robe u ishodistima i trazene robe u
odrediStima, kao i transportni troSkovi dati su abdli 1I-36. Kriterijum za izvr8enje
transporta je minimum ukupnih transportnih troSkova

U tabeli 1I-36. izr&unate su razlike iznde dva najmanja koeficijenta svakog reda i svake
kolone i upisane izvan tabele. Posmatfajazlike, utvdujemo da su one najée i jednake

za tréu i ¢etvrtu kolonu. Zbog toga potradaB; i B, imaju prednost u podmirenju svojih
potreba. Najmaniji troSak u trej i ¢etvrtoj koloni jec,; = ¢34 = 3. pa treba odrediti vrednost
ili promenljivoj X3 ili X34. Prednost smo dali promenljivoj koja dobijacuevrednost i
odredili da jexps = 30.

Tabela 1I-36. Vogel-ov aproksimativni metoddrefivanje p@etnog reSenja

PS B, B, B, B, Bs

0os | 200 60 50 30 20 40

A | 65 |8 3 5 5 4 L
2 5 3 6 8

A, | 50 20 1

A | a0 |4 2 8 3 6 L

NEIEE 6 9 5 3 0
1 1 2 2 1

Posto je potro%aB; podmirio svoje potrebe, tta kolona u tabeli izostavlja se iz daljeg
razmatranja. Zbog toga ponovoéuwaamo razlike za redove (po kolonama ostaju iste).
Nove razlike su ispisane, tad®, pored tabele, kao Sto je prikazano u tabeli7ll-3

Sada je najuwa razlika 3 za drugi red. U drugom redu najmamgeficijent jec,;=2. Prema
tome, u bazino reSenje unosimx,;=20. Ovim je iscrpljena ponuda drugog proids&a, pa
se drugi red izostavlja iz daljeg razmatranja.

Potrebno je izréunati nove razlike po kolonama. Ovoga puta, onestale nepromenjene.
Zato smo u tabeli 11-38, za kolory kojoj odgovara najuea razlika (2), izabrali najmaniji
troSak ca, i odredili novu bazinu promenljivuxz;=20. Ovim su podmirene potrebe i
potroS&a B,, pa iz daljeg razmatranja izostavljamo ¢etvrtu kolonu (pored e
izostavljenog drugog reda i tre kolone).

Ratunamo nove razlike za redove i ispisujemo ih poadele.
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Tabela 1I-37. Vogel-ov aproksimativni metoddrefivanje p@etnog reSenja

PS B, B, B, B, Bs

os [ 200 60 50 30 20 40

A | 65 B 3 5 5 4 .
2 5 3 6 8

A, | 50 - - 3

A | a0 |2 2 8 3 6 .

A | a5 |3 6 9 5 3 0
1 1 - 2 1

Sada najvéa razlika (2) odgovara téem redu. U tréem redu najmanji koeficijent j&,=2,

pa je nova bazha promenljivax;;=20, kao Sto je prikazano u tabeli 11-39. Time je
iscrpljena ponuda i téeg proizvdaca, pa se iz daljeg razmatranja izostavlja éitred
tabele.

Tabela I1-38. Vogel-ov aproksimativni metoddredivanje p@etnog reSenja

PS B B, B3 B, Bs
0S 200 60 50 30 20 40
Ay 65 8 3 5 5 4 1
2 5 3 6 8
Az 50 20 30 i
4 2 8 3 6
Az 40 20 1
A, 45 3 6 9 5 3 0
1 1 - 2 1
Tabela 11-39. Vogel-ov aproksimativni metoddredivanje p@etnog reSenja
PS B B, B3 B, Bs
OS 200 60 50 30 20 40
A 65 8 3 5 5 4 1
2 5 3 6 8
Az | 50 20 30 -
4 2 8 3 6
Az 40 20 20 2
A 45 3 6 9 5 3 0
1 1 - - 1

Za kolone izraunavamo nove razlike i ispisujemo ih pored tab&laejveta razlika (5)
odgovara prvoj koloni. U ovoj koloni, od preostakbeficijenata, najmanji je4;=3, pa je
nova bazina promenljivax,;=40, kao Sto je prikazano u tabeli 11-40. Ovoga aput
podmirene su potrebe potrédaB;, pa iz daljeg razmatranja izostavljamo i prvu kalo
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Tabela 11-40. Vogel-ov aproksimativni metod +edil’anje p@etnog reSenja
PS B B, Bs B, Bs

(O] 200 60 50 30 20 40

A, 65 8 3 5 5 4 1
2 5 3 6 8

Az | 50 20 30 ]
4 2 8 3 6

As | 40 20 20 ]
3 6 9 5 3

A, 45 40 0
5 1 - - 1

Ratunaju se nove razlike. Najé@ razlika (3) odgovar&etvrtom redu i drugoj koloni.
Najmanji koeficijent wetvrtom redu i drugoj koloni je;»=c4s=3, pa treba odrediti vrednost
jednoj od promenljivinxs, ili X45. Prednost je data promenljivaj,=30 jer dobija véu
vrednost, kao Sto je prikazano u tabeli II-41. Ognpodmirene potrebe i potréads,.

Tabela II-41. Vogel-ov aproksimativni metoddredivanje p@etnog reSenja
PS B B, B3 B, Bs

0S 200 60 50 30 20 40
8 3 5 5 4

Ay 65 30 1
2 5 3 6 8

Az 50 20 30 i
4 2 8 3 6

As | 40 20 20 -
3 6 9 5 3

Ay 45 20 3
- 3 - - 1

Posle izostavljanja druge kolone, u tabeli ost@ene joS peta kolona. Zbog toga nije
potrebno réunati nove razlike, vrednosti preostalih promeitliza potroSéa Bs lako se
odreiuju. Tabela 11-42 sadrZi i te promenljives = 35 iX45 = 5.

Tabela II-42. Vogel-ov aproksimativni metoddredivanje p@etnog reSenja

PS B B, Bs B4 Bs
os | 200 60 50 30 20 40
4
NEESRE 3 N 5 5 nE
2 5 3 6 8
A | 50 20 30 -
7 2 8 3 6
As | 40 20 20 -
3 6 9 5 3
As | 45 40 5|2
- - - - 1
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Na ovaj n&in smo odredili pdetno bazino reSenje po Vogelovom metodu. Njega
s&injavaju sledée promenljivex;, = 30, X;5= 35, X1 = 20, X3 = 20, X32 = 20, X4 = 20,
Xa1 =40, X45 = 5.
Vrednost funkcije cilja iznosi:
F(X)=3*30+4*35+2*20+3*30+2*20+3*20+3*40+3*5 = 595 n.j.

U poretenju sa reSenjima dobijenim potwprethodnih metoda, reSenja koja se dobijaju
ovim metodom imaju najnize ukupne troSkove transpdro zndi da se korienjem ovog
metoda dobijaju reSenja koja su najbliza optimalnom

U tabeli 11-43. prikazano je reSavanje ovog primetarativnim postupkom, tako Sto se
ispisivanje “kazni”, za nekoré&nje najjeftinije transportne relacije, odvija inveabele u
posebnom redu i posebnoj koloni.

Tabela 11-43. Vogel-ov aproksimativni metod — afivenje paetnog reSenja

PS B B, Bs B, Bs Iteracije
OS | 200 60 50 30 20 40 L HHTIV V VIVII
8 3 5 5 4
A 65 3q 351111111
2 5 3 6 8
A, 50 d 3d 13 - - - - -
4 2 8 3 6
Az 40 20 2d 1112 - - -
3 6 9 5 3
A, 45 44 5O 0 00O 33
Iteracije | 1 1 2 2 1
Il 1 1 - 2 1
1] 1 1 - 2 1
v 1 1 - - 1
V 5 1 - - 1
VI - 3 - - 1
VI - - - - 1

3.6. Vogel — Kordin postupak

Matematéar Korda je modifikovao Vogel-ov metod utenjem prethodne redukci-
je matrice troSkova u dva koraka:

a) Od svakog elementa reda prvobitne matrice troSkak&me se najmaniji
element tog reda. To se uradi za sve redove ma#icadaje najmanje po
jednu nulu u svakom redu.

b) Od svakog elementa kolone prethodno redukovanegagrema prvom
koraku redukcije) oduzme se najmanji erlement Hatene. To se &ini za
sve koloneg¢ime se povéava broj nula u matrici.

Dalji postupak se vrSi prema Vogel-ovom metodu, @i temelju dobijene
redukovane matrice troSkova.
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Primer 3.6.1. Vogel-Kordin postupak Be pokazan na primeru gde je potrebno
transportovati robu izetiri otpremnih u pet prijemnih stanica. Svi potmepodaci dati su u
tabeli 11-44. Kriterijum za izvrSenje transportanfénimum ukupnih transportnih troSkova.

Tabela II-44. Retni podaci za primer uezen Vogel-Kordinim postupkom

PS B, B, Bs B, Bs
os [ 117 17 21 41 14 24
A | 25 [10 8 9 6 5
NEENE 6 4 3 8

A | a0 |2 7 5 4 3

A | 20 |1 10 8 8 8

U tabeli 11-45. prikazani su transportni trosSkowjiksu potrebni za izganavanje péetnog
reSenje na osnovu Vogel-Kordinog postupka. Reduk@waatrica po redovima prikazana
je u tabeli II-46, a redukovana matrica po kolonantabeli 11-47.

abela II-45.Pocetna tabela za Vogel-Kordin postupak

3 Bl p, b, bs by bs | ming;
a; 10 8 9 6 5 5
a, 5 6 4 3 8 3
as 9 7 5 4 3 3
ay 14 10 8 8 8 8
Tabela 11-46 Redukovana tabela po redovima
o b | b | b | b | b
a; 5 3 4 1 0
a 2 3 1 0 5
as 6 4 2 1 0
a, 6 2 0 0 0
min ¢ 2 2 0 0 0
Tabela 11-47 Redukovana tabela po kolonama
W b | B | by | b b
a; 3 1 4 1 0
& 0 1 1 0 5
as 4 2 2 1 0
a, 4 0 0 0 0

Nakon obavljene dvostruke redukcije na dobijenuritatse primenjuje poznata Vogelov

aproksimativni metod. Retno reSenje po Vogel-Kordinom postupku prikazana gabeli
[1-48.
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Tabela 11-48. Péetno reSenje po Vogel-Kordinom postupku—redukovabela

PS B B, B; B, Bs Iteracije
oS | 117 17 21 41 14 24 | 1HHNEIVV VIV
3 1 4 1 0
A 25 21 4 1100001
0 1 1 0 5
A, 32 17 15 o111- - -
4 2 2 1 0
Az 40 6 10 241111111
4 0 0 0 0
Aq 20 20 o 00 -- - -
Iteracije | 3 1 1 0 0
Il 1 1 0 0
I - 1 1 0 -
v - 0 1 1 -
vl - 1 2 0 -
VI - 1 - 0 -
VI - - - 0 -

Funkcija cilja (kriterijuma) se izeainava tako Sto se vrednosti za dobijene promenljive
unesu u tabelu sa originalnim transportnim troSk@vizmnoZe a nakon toga saberu, kao
Sto je prikazano u tabeli 11-49.

Tabela 11-49. Pé&etno reSenje po Vogel-Kordinom postupku

PS a Bg Bg B4 Bs
os [ 117 | 17 21 41 14 24
A | 25 [0 8 N 9 5 ) 5
NS E - 6 4 - 3 8
A | a0 |? ! ° 6 ) 10 ° 24
~ | 20 |22 10 8 N 8 8

Transportni troSkovi iznose:
F(x) =821 + 64 + 517 + 415 + 56 + 410 + 324 + 820 = 639 n.j.
Po pravilu Vogel-Kordin postupak daje najboljac¢ema reSenja transportnog

zadatka, od svih metoda koje smo do sada napomddulietim, sloZenijim,
primerima ta razlika bi bila joS izrazenija, u lsirovog postupka.

3.7. Metod dvojnog prvenstva - dvostrukog precrtavaja

U svakoj koloni matrice troSkova sa * se odingolje sa minimalnim troSkovima.
Takaie, u svakom redu sa * se oZnpolje sa minimalnim troSkovima. Nakon
zavrSenog ozriavanja mogée su sledée situacije: neka polja su ozfema sa dve,
neka sa jednom zvezdicom, a neka su nemarea Prvo se popunjavaju polja
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ozn&ena sa dve zvezdice sa maksimalno nimgukoli¢inama robe. 1z daljeg
razmatranja se izostavljaju kolone ili redovi ilblene i redovi, zavisno da li su
zadovoljena odredista ili su prazna ishodista uliispunjena oba uslova. Nakon
toga se popunjavaju polja ozema sa jednom zvezdicom uz izostavljanje iz daljeg
razmatranja kolona ili redova. Neozeaa polja se popunjavaju po redosledu
minimalnih troSkova. Postupak odreanja p@&etnog reSenja po metodu dvojnog
prvenstva (dvostrukog precrtavanjagdprikazan na primeru.

Primer 3.7.1.Potrebno je transportovati robudetiri ishodiSta (otpremnih stanica)atiri
odredista (prijemnih stanica). Kdlihe raspoloZive robe u ishodiStima i trazene robe u
odredistima, kao i transportni troSkovi dati su abeli II-50. Kriterijum za izvrSenje
transporta je minimum ukupnih transportnih troSkova

ReSenje.U svakoj vrsti tabele nalazimo polje sa najmanjoemom i ozngé&avamo ga
zvezdicom (*). Zatim to isto dinimo i sa kolonama. U nekim poljima ¢iate se po dve
zvezdice, Sto zra da se u tim poljima nalaze najmanje cene u svejsfi i koloni

istovremeno, kao $to je prikazano u tabeli 11-50.

Tabela 11-50. Péetni podaci za primer ugZen metodom dvojnog prvenstva

PS B_I. BZ BS B4
(ON) 170 30 35 60 45
A, 20 8 10 4 *= 5
* *k
A, 50 6 4 7 3
*%
As o5 5 8 9 6
*
A, 75 11 9 10 8

U poljima sa dve zvezdice stavljamo n&eenogude dostave. U ovom primeru to su polja
(1,3), (2,4) i (3,1), pa veline dostava u tim poljima biramo na slédeecin:

X13 = min{20, 60} = 20;
X4 = MiN{50, 45} = 45;
X31 = min{25, 30} = 25.

Preraspodela transporta u ovim poljima prikazana fabeli 11-51. Posle ovog upisivanja
dostave, iz daljeg razmatranja iskiiemo prvu i tréu vrstu icetvrtu kolonu. Na ovaj
nadin, prvaA; i teta A; otpremna stanica su zadovoljene, tako da su Kapiagiijemnih
stanica B joS 30-25=5 i B3 joS 60-20=40 jedinica robe. Td&kgetvrta prijemna stanica,B
je zadovoljena, tako da je ponuda otpremne stafiicpS 50-45=5 jedinica robe. Da ne
bismo ispustili iz vida ove podatke upisano ih u poménom redu i poménoj koloni
pored tabele. Sada se postupak preraspodele trémggostava) nastavlja popunjavanjem
polja ozn&ena sa jednom zvezdicom. Jedino preostalo poljedseom zvezdicom, koje se
moZe popunjavati, je poljex Sto je prikazano u tabeli [I-52. Kako je:
Copo = 4= minCij, i# 1, i 3, j¢ 4,

upisujemo u polje:

X202 = Min{50-45, 35} = min{5, 35} =5
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Tabela 11-51. Metod dvojnog prvenstva — afivanje p@etnog reSenja

PS Bl BZ B3 B4
(O 170 30 35 60 45
8 10 4 ** 5
A 20 20
6 4 * 7 3 **
A, 50 45 5
5 ** 8 9 6
Az 25 o5
*
Ay 75 11 9 10 8
5 40
Tabela 11-52. Metod dvojnog prvenstva — afivanje pa@etnog resenja
PS B.l BZ B3 B4
0S 170 30 35 60 45
8 10 4 ** 5
A 20 20
6 4 * 7 3 **
A, 50 5 45 /5
5 ** 8 9 6
Az 25 o5
*
A 75 11 9 10 8
5 30 40

Ovim je iscrpljena druga otpremna stanicg pa naznénu koltinu robe desno od tabele
precrtavamo, a u drugoj koloni upisujemo preoskalpacitet prijemne stanice,Bkoja
iznosi jo§ 35-5=30. Preostaje joS da se raspod#a riz ¢etvrte otpremne stanice.
Preraspodela rolgtvrte otpremne stanice,Abavie se na sledéenadin:

X42 = Min{75-5, 35-5} = 30;

X43 = Min{75-5-30, 60-20} = min{40,40} = 40;

X41 = Min{75, 30-25}= 5.
Kompletno urdeno pdetno reSenje za transportni zadatak, kafistaetodu dvojnog
prvenstva, prikazano je u tabeli 11-53:

Tabela 11-53. Metod dvojnog prvenstva — kama pa‘etnog reSenja

PS B.l BZ B3 B4
os | 170 30 35 60 45
8 10 7 ~ |5
A | 20 20
6 4+ |7 3 =
A, | 50 . 4 Vi
5 ~ |8 9 6
As | 25 -
11 9 10 G ,
As | 75 5 30 40 7
/5 A0 A0
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Ukupni troSkovi prema dobijenom b&abm planu prevozenja jednaki su:

F(xg) =420 + 45+ 345 + 525 + 115 + 930 + 1040 = 1085 n.j. (natanih jedinica).

Primer 3.7.2.Koristedi razlicite metode, pomenute u predhodnom poglavljéj pacetno,
bazino, reSenje transportnog problema. Potrebno jespi@movati robu izetiri ishodista
(otpremnih stanica) u pet odredista (prijemnih is@n Koli¢cine raspolozive robe u
ishodistima i traZzene robe u odrediStima, kao mgpertni troSkovi po jedinici proizvoda
dati su u tabeli 11-54.

Tabela II-54. Transportni problem - petni podaci

PS B, B, Bs B, Bs
0s [200 [ 60 50 30 20 40
A |les |8 3 5 5 4

A |50 |2 5 3 6 8

A a0 |2 2 8 3 6
NP E 6 9 5 3

ReSenje.

1. Metod severo-zapadnog ugla (dijagonalni metod)

PS B, B, Bs B, Bs
0s [200 [ 60 50 30 20 40
A s |® N 3 ] 5 5 4

A |50 |2 5 N 3 ] 6 8
NEE 2 8 e 3 . 6
NP E 6 9 5 ] 3 N

X11 = min{ay, b;} = min {65,60} = 60
X1 = min {65-60,50} = 5

Xoo = min {50,50'5} =45

Xo3 = min {50'45,30} =5

X33 = min {40,30'5} =25

X424 = Min {45,20-15} = 5

Xa4 = Min {40-25,20} = 15

X45 = Min {45-5,40} = 40

F(x)= 8*60 + 3*5 + 5*45 + 3*5 + 8*25 + 3*15 + 5*5 + 30 = 1.125 n.j.
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2. Metod minimalnih cena u redovima

PS B B, Bs B, Bs
OS | 200 | 60 50 30 20 40
A |65 8 3 - 5 5 4 B
A, | 50 2 - 5 3 6 8
As |40 ¢ 10 2 ° 10 ° 20 °
A | 45 3 6 9 . 5 3 .

X12 = min {50,60} =50

X15 = min {65'50,40} =15
Xo1 = min {50,60} =50

X34 = min {40,20} =20

Xs1 = Min {40-20,60-50} = 10
Xs3 = Min {40-20-10,30} = 10
Yas = Min {45,40-15} = 25
Xg5 = Min {45-25,30-10} = 20

F(Xo)= 3*50 + 4*15 + 2*50 + 4*10 + 8*10 + 3*20 + 9*20 3*25 = 745 n.|.

3. Metod minimalnih cena u kolonama

PS B B, B, B, Bs
os [200 | 60 50 30 20 40
A |es |° ° 10 ° 30 ° 20 ) 5
NN EENE 3 6 8

~ a0 |2 RE 3 6
R EENE 9 5 s

%21 = min {50,60} = 50

X41 = Min {45,60-50} = 10

X32 = min {40,50} =40

X12 = min {65,50'40} =10

X13 = min {65-10,30} = 30

X14 = Min {65-10-30,20} = 20

X45 = Min {45-10,40} = 35

X15 = min {65-10-30-20,40-35} = 5

F(xo)= 3*10 + 5*30 + 5*20 + 4*5 + 2*50 + 2*40 + 3*10 3*35 = 615 n.|.
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Dodata

4. Metod minimalnih cena u matrici —jediniénih (najmanijih) koeficijenata (cena)

PS B B, Bs B4 Bs
0S | 200 | 60 50 30 20 40
Au | 65 ° ° 10 ° 30 ° 20 ) 5
A, | 50 2 - 5 3 6 8
A, | 40 4 2 20 8 3 6
A | 45 3 " 6 9 5 3 i,

5. Vogel-ov aproksimativni metod

%21 = min {50,60} = 50

%32 = min {40,50} = 40

X12 = min {65,50-40} = 10

X41 = min {45,60-50} = 10

X45 = min {45-10,40} = 35

X15 = min {65-10,40-35} = 5
%13 = min {65,10-5,30} = 30
X14 = min {65-10-30-5,20} = 20

F(xo)= 3*10 + 5*30 + 5*20 + 4*5 + 2*50 + 2*40 + 3*10 3*35 = 615 n.|.

PS B B, Bs B, Bs Iteracije
OS | 200 60 50 30 20 40 | HIvVv VIV
8 3 5 5 4
Aq 65 30 351111111
2 5 3 6 8
A, 50 20 30 13 - - - - -
4 2 8 3 6
Az 40 20 20 1112 - - -
3 6 9 5 3
Ay 45 40 5 0 00O0O033
Iteracije | |1 1 2 2 1
|1 1 - 2 1
|1 1 - 2 1
v | 1 1 - - 1
V|5 1 - - 1
VI | - 3 - - 1
VIl | - - - - 1

X»3 dobija vetu vrednost ocks,
Xo3 = min {50,30} =30
%21 = min {20,60} = 20
X34 = min {40,20} =20
X32 = min {20,50} =20
X41 = Min {45,40} = 40
X45 = Min {5,40} =5
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X12 = min {65,30} = 30
X15 = min {35,35} = 35

F(xo)= 3*30+4*35+2*20+3*30+2*20+3*20+3*40+3*5 = 595 n.|

6. Vogel — Kordin postupak

Pocetna tabela za Vo

el-Kordin postupak
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2P| b | by | ming
a; 8 3 5 4 3
a 2 5 6 8 2
as 4 2 3 6 2
a, 3 6 5 3 3
Redukovana tabela po redovima
a bl b2 @ b4 b5
ay 5 0 2 2 1
a 0 3 1 4 6
az 2 0 6 1 4
ay 0 3 6 2 0
min ¢ 0 0 1 1 0
Redukovana tabela po kolonama
a by bs by bs
a; 5 0 1 1 1
a, 0 3 0 3 6
as 2 0 5 0 4
a, 0 3 5 1 0
P@etno reSenje po Vogel-Kordinom postupku—redukovabela
PS B B, B; B, Bs Iteracije
0S| 200 60 50 30 20 40 | I INNEIVV VIV
5 1 1
A 65 50 15 1000441
0 0 6
A, 50 35 15 000O0OOO
2 5 4
Az 40 20 20 022 - - -
0 5 0
A, 45 5 20 00O0O0G5 -
Iteracije | 0 0 1 1 1
1] 0 - 1 1 1
1l 0 1 - 1
v 0 1 - 1
\% 0 1 - -
Vi 5 1 -
Vil - 1 -
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Pdetno reSenje po Vogel-Kordinom postupku

PS B B, Bs B, Bs
0S [200 |60 50 30 20 40
A |65 |® 3 - 5 . 5 4

A |50 |2 N 5 3 . 6 8
N N 2 8 3 N 6
NEE ] 6 9 5 3 0

F(Xo)= 3*50+5*15+2*35+3*15+4*20+3*20+3*5+3*40 = 615 n.]

7. Metod dvostrukog prvenstva (precrtavanja)

Metod dvojnog prvenstva —¢&tna tabela

PS B B, B B, Bs
OS | 200 60 50 30 20 40
A, |65 8 3 * 15 5 4
A, |50 2 5 3 * 16 8
As | 40 4 2 = 8 3 * |6
A, |45 3 * |16 9 5 3
Metod dvojnog prvenstva — odieanje paetnog reSenja
PS B B, B B, Bs
OS | 200 60 50 30 20 40
L T A A
A, |50 2 **50 5 3 * 16 8
As | 40 4 2 **40 8 3 * 16
A, |45 3 *5 6 9 5 3 **40

F(xg)= 8*5+3*10+5*30+5*20+2*50+2*40+3*5+3*40 = 635 n.j.

Xo1 = min {50,60} =50
X32 = min {40,50} =40
X45 = Min {45,40} = 40
X12 = min {65,50'40} =10

X41 = min {45-40,60-50} = 5

X13 = min {65-10,30} = 30
X14 = min {65-10-30-5,20} = 20
X;1 =min {55} =5
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4. Nalazenje optimalnog resenja

Svi metodi reSavanja transportnog zadatka prov@ramajpre da li je p&etno

bazino reSenje optimalno ili nije. Ukoliko petno bazino reSenje nije
optimalno, svaki od ovih metoda pokazuje kako stagi na bolje baho reSenje,
tj. na baztno reSenje koje obezthgje smanjenje troSkova prevoza.

4.1. Metod raspodele

Ovaj metod je nastao u Americi krajem 40-tih godirsa svojim modifikacijama
jedan je od najjednostavnijih metoda z&nmireSavanje transportnog zadatka.

Ovaj metod prikazujemo na primeru u kome je dijagoim metodom oddeno
pocetno bazino reSenje, tabela 11-55. To b&zo reSenje je nedegenerisano i ima
+ n-1 = 4+5-1 = 8 pozitivnih bazinih promenljivih. Ukupni troSkovi prevoza po
ovom prvom bazinom reSenju jednaki g&; = 870 no¥anih jedinica.

Tabela II-55. P&tno reSenje TP od#eno dijagonalnim metodom

PS | B B, B, B, B.
os [ 100 | —13 24 15 21 27
s ) [ 1 4 13
A | 36 13 23
7 &) 4 (6 5
A | 23 1 15 7
15 2 2 7 9
A 1 |8 11 5 16 9 »

Provera optimalnosti dobijenog ¢&inog reSenja, tj. da li je dobijeni b&zi plan
optimalan, radi se na slefle&in. Za svako polje tabele, u kome cena nije opisana
kruzi¢éem, formiraju se tzv. lanci. Lanac predstavija asni poligon ucijem je
jednom temenu cena polja, za koje se lanac forrdk,su na ostalim temenima
poligona cene sa krwina. Cena posmatranog polja opisana je kvatinaé u
lancu. Svi uglovi lanca su pravi. Broj temena sypkanca je paran i najmanje
jednak 4, a najviSer+n. Za svako polje tabele bez krédi(hebazna poljamoZe da

se formira jedan i samo jedan lanac. Sa leve ga@ingne lanca stavlja se uvek
oznaka polja za koje se lanac formira. Konstruuasici za sva nebazna polja
tabele (polja gde nema krda). Za polje (1,3) lanac je oblika kao na slicill-
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(1,3)

&
()3

Slika lI-4. Lanac za polje 1,3

Ispred cene u kvadrati stavlja se znak +, a ispred cene u lancué(kiese u
proizvoljnu stranu lanca od kvadr&) znak -, zatim +, itd.

Znaci se menjaju naizmeimio ispred cena u temenima lanca. Sve cene u teraenim
jednog lanca se sabiraju uziméju obzir i stavljene znake. Dobijeni zbir se naziv
karakteristika lanca Nju ¢emo pisati ispod oznake polja za koje je lanac iiam
(dole levo). Karakteristika lanca za polje (1,3) je

kis=1-12+8-14=-17

Lanci i njihove karakteristike za ostala polja neaena kruZtima predstavljeni su
slikama od II-5 do 11-9.

21 (3,2)

O——®
1 1

Slika II-5. Lanac za polja 2,1 i 3,2

(@f b
4 7

Slika II-6. Lanac za polja 1,4i 1,5

®
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(CRY)

.
(D= |
(D9
K é e 13 '+15'——(% )

Slika II-7. Lanac za polja 2,51 3,1

(3,3) (4,4)
—@ ?
-13 | +2 15 |+16

Slika II-8. Lanac za polj&8,3i 4,4

(
)—ry

-
(%)

Slika II-9. Lanac za polj4,1; 4,2i 4,3

Da bismo ustanovili optimalnost getnog baznog plana, ispitujemo promenu cene
prevoza ako u proizvolijno polje, neozeao kruzéem, unesemo jedigmu
dostavu. Pri tome treba voditictana da jedinice robe za prevoz po vrstama budu
jednaki mogdnostima otpremnih stanica, a zbirovi po kolonamangki
potrebama prijemnih stanica. Tako, na primer, ugo@alinicnu dostavu u polje
(1,3) ki3 = 1) obavezni smo da umanjimo za jedinicu nekigdrdostavu koja se
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otprema iz staniced;, a tak@e da umanjimo za jedinicu i dostavu¢oeprijemnoj
stanici od drugih otpremnih stanica. U konkretndud¢au umanjuju se dostave u
poljima (1,2) i (2,3). ®Gigledno, smanjenje za jedinicu u polju (2,3) dovodi
uvetanja za jedinicu robe u polju (1,3), ali sada dretgmica B, prima jedinicu
robe manje. U otpremnoj stanig, naSao se viSak od jedne jedinice, pa se dostava
povetava za jedinicu u polju (2,2). Pri tome, dostavarsanjila za jedinicu u polju
ije su cene ozr@ne sa —, a povavala se u poljimaéije su cene ozriigne sa +.

Znai, lanac pokazuje polja u kojima mora da se izviAnena bazinih
promenljivin, ako se preko polja bez krégiuvede dostava od otpremne do
odgovarajde prijemne stanice. Razmotrimo dalje kakav utieaganu prevozZenja
imaju ovakve izmene u dostavama. Ukoliko smo, maer, uveli jedinicu robe za
prevoz u polje (1,3). Ukupna cena prevoza se ¢aeeza jednu na@anu jedinicu
(jer je c13=1) ona se povava jos za 8, jer se dodaje jedinica robe u p@l|jR)( ali

se smanjuje za 12 i 14 n&anih jedinica zbog oduzimanja jedne jedinice robe u
poljima (1,2) i (2,3). Prema tome, procena iznast 14 + 8 - 12 = -17.

Broj -17 je, dakle, karakteristika lanca za polje3] i pokazuje koliko se ndanih
jedinica uStedi ako se uvede jedma dostava u polie (1,3). Ukupno je 6
negativnih karakteristika lanaca za polja gde n&mdica, kao Sto je prikazano u
tabeli 11-56.

Tabela I11-56. Odrvanje karakteristika lanaca

PS B B, B B, Bs
0S | 100 13 24 15 21 27
1
Al 36 @ @ 4 13
13 23 -6 1
NP RO CCERE
6 1 15 7 -3
15 4 2 7 9
As | 29 13 = .13 14 15
6 11 5 16 3
As 12 10 8 -4 15‘) 12

Zaklju¢ujemo: pojava najmanje jedne negativne karaktkegiokazuje da baxii
plan nije optimalan. Polje (1,3) ima najmanju odaté/nih karakteristika (-17) pa
zn&i da promena po lancu polja (1,3) najviSe umanjijepnu cenu prevoza po
jedinici robe. Zata¢temo u polje (1,3) da stavimo najvemoguéu dostavu; ona je
jednaka najmanjoj od dostava u poljima sa negatiwenama. U naSem &hju 15
jedinica robe oduzimamo od dostava polja (1,2) j8X2(15=min{15,23}) i
dodajemo dostavama u poljima (1,3) i (2,2). Takdbi@mno novi bazini plan
prevoza. Onée biti bolji od p@&etnog bazinog polja, jerée se ukupni troSkovi
prevoza smanjiti za 15.17 = 255 dawih jedinica, tj. troSkovi prevoza prema
drugom bazinom planu sufF, = 870 — 255 = 615 n.j. (noéanih jedinica). Drugi
bazini plan (p&etno reSenje nakon prve iteracije) dat je u tdbély.
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Tabela T_57. Drugo béamb reSenje

PS B B, B, B, Bs
OS | 100 13 24 15 21 27
5 12 1 4 13
R S RO
15 4 2 7 9
6 11 5 16
A | 12 3 "

Isti postupak provere optimalnosti b&abg plana se primenjuje i u narednom

koraku. Lanci polja bez kru& se lako ugavaju. Navodimo vrednosti
karakteristika lanaca:

kl4: 4-12+8-6 = -6 k15:13'12+8'6+7'9: 1
ko= 7-5+12-8 = 6, ko= 14-8+12-1 = 15,  kys= 5-6+7-9 = -3,
ksi= 15-7+6-8+12-5 =13, ksp= 4-7+6-8 = -5, Ksz= 2-1+12-8+6-7=4,

k4= 6-5+12-8+6-7+9-3 = 10K, = 11-8+6-7+9-3 = 8, kyy= 16-7+9-3 =15
Posebno je zanimljiv lanac polja (4,3), koji jekazan na slici 11-10.
(4.3)

+12 -1

Slika 1l-10. Lanac za polje 4,4
Tabela I1-58 prikazuje karakteristike lanaca zaazeta polja posle prve iteracije.

Tabela T_58. Odréivanje karakteristika lanaca drugog bambg reSenja
PS B B, Bs B, Bs
OS | 100 13 24 15 21 27

A 36 @ @ @ 4 13

13 8 15 [¢ 1
Ao | 23 ! 6@ 16 B 15\@ 7 ° -3
As | 29 15 13 ) -5 ’ 4‘7) 14‘9 15
A | 12 ° 10 N 8 ° 13 * 159 12
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Najmanja negativna karakteristika odgovara landjadd,4). Karakteristika lanca
ovog polja jek;s = 4-6 +8-12 = -6. Kako j&,=7=min{7,8},ovu kolinu robe
oduzimamo od dostava u poljima sa negativnim cenadodajemo dostavama u
poljima sa pozitivhim cenama u temenima lanca tofap Ukupno smanjenje
troSkova prevoza za tre bazéno reSenje iznosi-8 = 42 no¥ane jedinice, pa su
ukupni troSkovi prevoza prema ¢em bazinom planu (nakon druge iteracijéj;
=F, - 67 =615 — 42 = 573 n@ane jedinice. Tr@ bazitni plan (p&etno reSenje
nakon druge iteracije) dat je u tabeli 11-59.

Tabela II-59. Tee bazéno reSenje

PS B B, Bs B4 Bs
OS | 100 13 24 15 21 27
5 12 1 4) 13
Al O @ (D (W
A | 23 | O) o 6 >
15 4 2 7 9
Ao | 29 ORI TR
6 11 5 16
A, | 12 3 .
Sada se dobijaju sle¢kekarakteristike lanaca:
kis= 13-4+7-9 =7, ko= 7-5+12-8 = 6, ko= 14-1+12-8 = 17,
ko4= 6-4+12-8 = 6, Kos= 5-8+12-4+7-9 = 3, kg= 15-7+4-5=7,
ksp= 4-12+4-7 = -11, kss=2-7+4-1 = 6, ky= 12-3+9-7+4-5 = 4,

Kiz=11-3+9-7+4-12 = 2, K43= 5-3+9-7+4-1 =7, kis= 16-3+9-7 = 15.

Kako je karakteristika lanca za polje (3,2) najraanggativna karakteristikds,
=4-7+4-12 = -11, to je potrebno da se izvrSi izm@ostava po ovom lancu. Sada
je xs= min{14, 1}=1. Cetvrti bazéni plan (p@etno redenje nakon tre iteracije)
dat je u tabeli 11-60.

Tabela II-60Cetvrto bazéno redenje

PS B B. Bs Ba Bs

oS [ 100 | 13 24 15 21 27
5 12 1 4) 13

A, | 36 6) 13 Q 15 g

A | 23 | ®) 23 14 © >
15 4) 2 7 9

A | 29 1 Y 13) 15
6 11 5 16

A, | 12 3 .

Ukupni troSkovi prevoza po ovom planu prevozZenjaFsgFs-11:1=573-11=562
nowane jedinice. Najmanju negativnu karakteristikuvora bazénom planu ima
lanac polja (2,5)kps = 5—-8+4-9 = -8. Kako jets = 15 = min{as, X2}, dobijamo

45/102



Transportni problem

da je funkcija cilja: Fs=F;-158=562-120=442 n.j. Peti b&m plan (p&etno
reSenje nakotetvrte iteracije) dat je u tabeli 11-61.

Tabela II-61. Peto b&mb reSenje

PS B B, B; B, Bs

OS [ 100 13 24 15 21 27
5 12 1 4) 13

A, | 36 ©) - O e .

A | 23 | &) ol M 6 B 15
15 4) 2 7 9

As | 29 16 9 13

A | 12 6 11 5 16 3 5

Najmanja negativna karakteristika u petom &aam planu ima lanac polja (2,4):
ko4= 6—7+4—8=-5. Kako jexs = min{x,, Xs4}= 8, to su troSkovi prevoza po Sestom
baztnom planu (nakon pete iteracije) jednaki = Fs - 5-8 = 442 — 40 = 402.
Sesti bazini plan (p@&etno reSenje nakon pete iteracije) dat je u tabeR.

Tabela Il-_62. Sesto bazd reSenje

PS B Bo Bs Ba Bs

oS | 100 | 13 24 15 21 27
5 12 1 4) 13

NEI O ¥

A | 23 |7 ° v O 0O .
15 4) 2 7 9

A | 29 24 Y 5

A | 12 |© 11 5 16 3 .

Najmanju negativnu karakteristiku u Sestom &@ain planu ima lanac polja (3,3):
kss=2—7+4-1 = -2, pa kako jexsz = min{xas, X153} = 5, to su ukupni troSkovi
prevozalF,= Fg -2-5= 402-10= 392 n.j. Sedmi baai plan dat je u tabeli 11-63.

Tabela II-63. Sedmo bé&mo reSenje- prvi optimalni plan

PS B B, Bs B, Bs

0S | 100 13 24 15 21 27
5 12 1 4) 13

Ar 36 U 13 O 10 13

A, 23 |7 8 14 :@ . 3 n
15 4) 2 7 9

As | 29 5 4\) £

A | 12 6 11 5 16 3 »
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Kako su sve karakteristike lanaca polja bez Kaifiozitivhe, to zna da je plan
prevoza optimalan. Na taj &a minimalni troSkovi prevoza s, = F7 = 392 n.j.
Polje (2,1) u poslednjoj tabeli ima karakteristikoja je O, pa ako po lancu polja
izvr§imo maksimalno mogu zamenu dostavax,f = min{xxs, X1} = 8)), to se
ukupna cena prevozeF i, =392) née promeniti. To zna da nas zadatak ima dva
optimalna plana. Drugi optimalni plan je prikazatabeli 11-64.

Tabela II-64. Drugi optimalni plan

PS B, B Bs B4 Bs

oS [ 100 [ _ 13 24 15 21 27
5 12 1 4) 13

Ac | 36 Q 5 O 10 21
ZJ 8 14 6

A, | 23 . 5 e
15 4 (2 7 9

As | 29 o 2 -

A | 12 |8 11 5 16 3 B

4.2. Metod koeficijenata — potencijala

Metod koeficijenata predstavlja uptehi metod raspodele koji je razvio and&ri
matematiar Dantzig. Ovde ne treba konstruisati lance zapl@ neobelezena
kruzi¢cima, jer se pomtu “koeficijenata” vrsta i kolona neposredno dohijénci
sa negativnim karakteristikama. Provera optimainbaziinog plana izvodi se
samo poméu koeficijenata vrsta i kolona. Ti koeficijenti b&raju tako da njihov
zbir bude jednak ceni u kruZi polja koje se nalazi u preseku vrste i koloijiese
koeficijenti sabiraju, tj. ako od cene u krézioduzmemo koeficijente posmatrane
vrste, dobijamo koeficijente odgovarégukolone i obrnuto. Koeficijenti mogu biti
pozitivni, negativni ili jednaki nuli.

Postupak za nalaZzenje optimalnog reSenja gommetoda koeficijenata ima
sledé€i tok:

1) Pcaéetni program (reSenje) se odredi po nekom od darni postupaka.

2) Za angaZovane rute u dEnom baznom reSenju (polja optenea
pozitivnim komponentama getnog reSenja) formira se tabela jetiii
troSkova transporte.

3) Svakom redu i svakoj koloni matrice troSkova se dljoje po jedan
pozitivan broj - potencijal ili simpleksni multigiator. Potencijali redova
suuy (i=1, 2,...m), a potencijali kolona sy (j=1,2,...,n). Potencijali; i v,
se biraju tako da je njihova suma jednaka odgouésgjrednosti troska
angazovane rutg, odnosno:

Ui+ vj = Gj, (421)
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pri ¢emu indeksi i(j) ozn&avaju opteréeno polje u matrici troSkova.
Obzirom na to da u trenutku odreanja vrednosti potencijalg i v; postoji
(n+m) nepoznatih potencijala, @fm-1) opteréenih polja, odnosno jed-
natina, jednoj nepoznatoj se moZe dati proizvoljnadupst. Ohino se
potencijal prvog redau; izjedn&ava sa nulom, a ostale vrednosti
potencijala jednozréao se izréunavaju iz jednéine u + v; = ¢;. U praksi
se srée sliéaj da se, zbog nedostatka jedne nepoznate, patlenkiji se
najveli broj puta pojavljuje u sistem jed¢ina dodeljuje vrednost nula.

4) Nakon utvdivanja vrednosti za potencijalgi v; izracunavaju se vrednosti
C'j za prazna polja u matrici troSkova prema obrascu:

C,ij = Uty (422)

5) Vrednostic’j se uporéuju s vrednostima odgovargjh troSkovac; u
pocetnoj tabeli troSkova. Ako su za sva polja prvabitaskovi c; vedi ili
jednaki od dobijenih odgovardiih troskovac’;, onda je dobijeno reSenje
optimalno i ne moZe se dalje poboljSavati. Poljd kojih je zadovoljen
uslov ¢’ - g; >0 pruzaju mogdnost formiranja boljeg reSenja. Kriterijum
za izbor poljaija komponenta vektord ulazi u bazu je:

max [(C'jj - Gj ) > 0]. (4.2.3)

Da se postoj@m ravnoteza p®tnog reSenja po redovima i kolonama
(ravnoteZa ponude i potraznje) ne bi poremetilatygmak uvdenja nove
komponente, na mestu sa najgem razlikomc’; - g; >0 i izlaska iz baze
neke od komponenata prvobitnog reSenja mora bitiden unutar jednog
mnogougaonika koji se dobija zamisljenim kretanfepa u Sahu.

Padinje se od poljar(k), uz mogéa skretanja samo na angaZzovanim
(opteréenim poljima). Mnogougaonik se zavrSava u posmatrapolju
(r,k), zahvativS§i manji ili véi broj angazovanih polja, odnosno
komponenata; pocetnog reSenja. Temena dobijenog mnogougaonika se
ozna&avaju naizmenicno sa (+) i (-), gemu je temér,k) oznaceno sa (+)

jer se u to polie dovodi odiena (maksimalno moga) kolicina tereta.
Medu kolicinama sa negativnim temenima izdvaja se najmanjadaje
kolicinamacija su temena sa znakom (+), a oduzima odckdlicija su
temena sa znakom (-).

Rezultat je promena kélna na zahw&enim temenima, ali je pri tome
najvaznije da je izabrano poljgk) dobilo koli¢inu koja je cirkulisala kroz
mnogougaonik, a tem#&ja je koli¢ina cirkulisala ostalo je bez optéesja,
odnosno ispalo je iz programa. Na opisanfimase moZe za svako
nepopunjeno polje konstruisati samo jedan jedinbganigaonik.

6) Sa novodobijenim baznim reSenjem se postupa premegikna 2), 3), 4) i
5) i postupak se ponavlja sve dok se u nekom pgeramin koraku 5) ne
utvrdi da ne postoji nijedno polje 83, - ¢; >0. To je znak da je dobijeno
optimalno reSenje.
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Primer 4.2.1. Za odrdivanje optimalnog reSenja metodom potencijala kerge polazni
podaci kao u tabeli II-5. To su podaci iz primeggi lsu kori€eni za odréivanje p@&etnog
reSenja kod metoda Vogel-Kordinog postupka.

Tabela II-65. R@tni podaci za primer ueZen Vogel-Kordinim postupkom

PS B B, B B, Bs
OoS 117 17 21 41 14 24
Ay o5 10 8 9 6 5
A, 32 5 6 4 3 8
As 40 9 7 5 4 3
A, 20 14 10 8 8 8
ReSenje
1) Za paetno reSenje izabéamo reSenje koje je dobijeno metodom severozapadnog

2)

ugla, kao Sto je prikazano u tabeli 1I-66. Dobijejgo nedegenerisano reSenje
X={17,8,13,19,22,14,4, 20} sa &0 (+m1l) = 8 nenegativhih komponenata
vektora X. TroSkovi transporta prema dobijenom reSenju ien®$x,)=1017+
88+ 613+ 419+ 522+ 414+ 34+ 820 = 726 n.j.

Tabela 11-66. Péetno reSenje dobijeno metodom severozapadnog ugla

PS B, B, B, B, Bs
os [ 117 17 21 41 14 24
A | 25 [10 B 8 ) 9 6 5
NEENE 6 - 4 B 3 8

A | a0 |2 7 5 ) 4 y 3 \
A | 20 |1 10 8 8 8 N

U tabeli I11-67. dati su troSkovi za polja koja sugaZzovana u g@tnom programu.
Ti troSkovi ¢; su zaokrdeni kako bi se razlikovali od troskoeg; koji se dobijaju
sabiranjem odgovarajin potencijalau;i v;.

Tabela 11-67. TroSkovi za getno reSenje

PS B B, Bs B4 Bs Ui
os | 117 17 21 41 14 24
A | 25 1 | 8 6 5 4 0

7N\
M| 2|t © O 5 2 s
A | 40 |® 7 &) W W 1
14 12 10 9 8
Aa 20 +2 +2 +1 J 4
v, 10 8 6 5 4
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3) Potencijali se odi®ju tako Sto se stavi da j@=0, a zatim se rauna: v;=C;;-
u;=10; v,=C1-u; = 8i tako redom dok se ne odrede svi potencijali.

4) Vrednostic'j za neangazovana polja (nebazna polj@umaju se prema izrazu:
C'jj=Ui+Vj, Npr.c,1=10+2= 8,c3,;=10+1= 9.

5) Primenom kriterijumamax[(cy - ¢;)> 0] bira se polje za ulazak u bazu. Uslov
zadovoljava poljgay,b;) sa vrednosce’,,= 8 i u to polje treba dovesti kéihu
0=13 koja predstavlia minimalnu kéihu na negativnim temenima
mnogougaonika. U tabeli T_68 izvrSeno je pobol@apiEetnog programa tako
Sto je polju(ay,by) dodeljena vrednost =13 a polje(ay,b,) ostaje bez 13 jedinica
teZine robe i ono napusta bazu. Kimla robe u poljimday,by) i (ax,h,) je x1=4 i
X12=21 jedinica tezZine, kao 5to je prikazano u tabeli8I-6

Tabela 11-68. TroSkovi nakon prvog poboljSanja

PS B B, Bs B4 Bs Ui

oS 117 17 21 41 14 24

A | 25 (10 -ez_ 8) +gf 6 5 4 0
g8 Fo(e) -6[l) 3 2

Az | 82 v13 0 19 2
9 7 5 4 3

Az 40 U 29 U 14 \) 4 -1

A | 20 [ 12 10 o (8) 4

20
\ 10 8 6 5 4
6) Ponavljanjem koraka 2), 3), 4) i 5) dobija se ndwxno reSenje, kao Sto je

prikazano u tabeli I1-69.

Tabela 11-69. TroSkovi nakon drugog poboljSanja

PS B, B, Bs By Bs Ui
os | 117 17—~ 21 41 14 24
(10 -6 L8 9 8 +0 |7
A |25 | ow 21 A 4 0
A | 32 &) #27 g 4) ol 2 5
6 4 5 )+ [(4)] 0 (3
v
A 0 |11 9 10 9, :ED ol 1
v, 10 8 8 8 7

Nakon ponovljene celokupne procedure (ponavljamjmka 2, 3, 4 i 5) dobija se novo
bazno reSenje, kao 5to je prikazano u tabeli II-70.
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Tabela 11-70. TroSkovi nakon tfeg poboljSanja — trée iteracije

PS B B, Bs By Bs Ui
os | 117 17 21 41 14 24
8 (8 7 5
AL Oz P . "
5 3 2
Ay | 32 17 L. 15|~ L -3
6 6 5 -6_ka) 3, +6
As | 40 4 5 10 | 24| 2
11 11 10+ |9 i l-e
A, 20 ) ol 3
v 8 8 7 6 5

Vrednosti potencijala i valinac’;j dobijene u sledsj iteraciji date su u tabeli 11-71.

Tabela II-71. TroSkovidetvrtoj iteraciji

PS B B, Bs B4 Bs U
oS | 117 17 21 41 14 24
8 8 7 6 5
A 25 0 i 0
5 4 4 3 2
Az 32 17 15 -3
6 6 5 4 3
As 40 6 10 24| 2
9 9 8 7 6
A, 20 o0 1
Vi 8 8 7 6 5

Kako nijedno polje ne zadovoljava kriterijum zazadk u bazu, to zgada je dobijeno
reSenje optimalno. Vrednost dobijenog optimalndgenga jednaka je:

F(x) =175+21:8+ 154+65+208+4:6+ 104+243 = 639 novanih jedinica

USteda koja je postignuta u odnosu naghoo reSenje, koje je dobijeno metodom
severozapadnog ugla, je:

AF =F(x)) —F(x)) = 726 — 639 = 87 nganih jedinica

Primer 4.2.2. Za transportni zadatak koji je postavljen u tabhkeli2. bazéno reSenje je
odreieno metodom najmanje jedinie cene u matrici.

Tabela II-72 Péetno reSenje problema TP

PS B B, Bs u;

0OS | 400 140 100 160 | kv
2 5 2

A, 90 90| O
4 1 5

Az 200 30 100 70 3
3 6 8

As 110 110 2

v kk 1 ) 2

51/102



Transportni problem

min{Cij} =Cyp=1

X22 = Min{200, 100}= 100

min{cj, j # 2} = C13= 2,

X13 = Min{90,160} = 90

min{cj, j#2, iZ1}=c3 =3,

%31 = Min{110, 140} = 110

X21 = Min{200-100, 140-110} = 30
X23 = Min{200-100-30, 160-90} = 70.

U tabeli 1I-72 sakk ozna&avaju se koeficijenti kolona, a $& koeficijenti vrste. Najpre
¢emo za koeficijenat vrste; odrediti vrednost nula, tj.;50. Ostale koeficijente vrsta i
kolona odréujemo poméu izraza:
Gj = Uity

koji vazi za sve cene ozéene kruztima, tj. za polja sa crvenim brojevima u kojima ivez
> 0. Na taj n&in se dobija:

Ciz3=U +Vs3 = V3=Ciz3-U = 2-0=2

Coz3=Ur+Vz = Up=Cy3-V3= 5-2=3

Co=Urx+Vy, = Vp=Cy-U= 1-3=-2

Cor=Us+tVy = Vi=Cpn-UW=43=1

C31=U3+V; = U3=Cz1-Vp = 3-1=2

Provera optimalnosti plana kod ovog metoda zassévaa sledwj teoremi:

Teorema 1.Ako je za sva bazna polja plana ispunjeno:

G =U+Y, (4.2.3)
a za slobodna polja

Gi2Uity (424)
onda je bazini plan optimalan.

Dokaz: Ozn&imo sa {;} plan prevoza i sistem koeficijenata vrsta i kaosa (i,
V). S obzirom da su ispunjeni uslovi (4.2.1) i (2)2 ukupni troSkovi prevoza su:

m n m n
F :ZZCU X :ZZ(ui +V)X;
i=1 j=1 i=1 j=1

Zaplan {;} ovitroSkovi glase:
m n

F'=> 20 %'

i=1 j=1
Promenljive X se u nekim poljima poklapaju sg iz plana §;} ali su zato u
nekim poljima gde sw; = 0, one pozitivne.

U poljima gde sex; i Xj poklapaju ispunjeno jes + v = ¢, a u poljima gde je
X;= 0, Xj> 0 ispunjeno jeu;+Vv; <¢; pa sledi:

F‘:ZZCU xij'zzZ(ui +V))X; 'z ZZ(Ui +vj)x; =F

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1j=1
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Sto zn&i da se izmenom planaxf troSkovi prevoza ne mogu umanijiti tj. plan
{x;} sa koeficijentima koji zadovoljavaju uslove (412.i (4.2.2) daju optimalan
plan.

Sada kriterijum optimalnosti glaskko su razlikeAj = ¢; - (u + V) nenegativne
za nebazina polja, onda je bazhi plan optimalan

MoZe se joS pokazati da su ove razlike jednakekkariatikama lanaca polja sa
neozng&enim cenama. Konkretno u naSem primeru za langa palprimer (3,2):

+6
Slika llI-11. Lanac za polje 3,2
k32 =Cso- (U3+ V2) = 6- (2-2) = 6.

Izratunavaju se sve karakteristike neldaii polja:
k11 =2-1-0=1
klg =5+2-0=7
k32 =6+2-2=6
k33 =8-2-2=4

U naSem primeru ne javlja se nijedna negativnaktaratika, Sto nam govori da je
dobijeni baztni plan, metodom najmanjih jedémih cena u matrici, optimalan.
Baziéni plan se moZe poboljSavati sve dok se pojavijupkar jedna negativha
karakteristika.

Ukupna cena prevoZenja u naSem primeru je:
Frin =290 + 430 + 2100 + 570 + 3110 = 1080 n.|.

Primer 4.2.3. Cetiri preduzéa P; (i=1,4) se snabdevaju proizvodima detiri skladista
materijala§ (j=1,4). Smestajni kapaciteti preddas skladiSta u komadima, kao i jedini
troSkovi transportovanja dati su u narednoj tabhelB.

Tabela II-73. Pé&etni podaci transportnog zadatka
Preduzéa | P, P, Ps Py
SkladiSta (820) (370) (180) (460)
7 o 5 1 4 4
=1 (760) 610 150
3 14 2 8
S (210) 210
7 40 9 4 11
Ss (550) 370 180 »
6 10 7 0
S, (310) 310

53/102



Transportni problem

a) Odrediti najbolji transport proizvoda iz skladisu preduzéa da bi se minimizirali
ukupni troSkovi transportovanja.

b) Transportni problem reSiti u odnosu na trenustanje transporta dato u tabeli.
Kvantifikovati efekte predloZenih izmena.
ReSenje.

Paetni troSkovi transporta su: F(xp) = 9.550 n.j.

Kako je p&etno reSenje degenerisano (r < m+n-1), potrebnegé jedndinu sa najnizom
cenom transporta, u naSemdslju c,; kako bi odredili sve potencijale.

Za bazne elementeqnamoc; = u; + Vv,

Za nebazne elementeitBamo:A; =Cj — U — \;

Cu=U +tv =7=> vi=7 Ap=Cpo—U -V, =5-0-6= -1
Cu=U +Vvy=4=> vys= 4 Ay =Cpo—Up—Vo=14+4-6=3
Corr=U+Vv,=3=> U, =-4 Ayz3=Cps—Up—V3=2+4-1= 5
C32:U3+V2:9:> Vo = 6 A24:C24—U2—V4:8+4—4: 8
Cxz3=UWz+Vvs=4=> us= 3 A31=C—Uzs—Vv; =7-3—-7=3=>6=180
C44:U4+V4:O:> U4:'4 A34:C34—U3—V4:ll—3—4:4
mincijzclg A41:C41—U4—V1:6+4—7: 3
Ciz=U +tvz=1=> vz=1 App=Cso—Us—V,=10+4-6=8
u =0 Apiz=Cs3—Us—V3=7+4-1= 10
Tabela II-74. Bazno reSenje nakon prveiige
Preduzeta | Py P, Ps P,
Skladista (820) (370) (180) (460)
7 ) 5 Y] 1 4
= (08 430 4 | % 180 150
3 14 2 8
S, (210) 210
7 ¥ |9 {8 |4 11
S (550) 180 ~ [370
6 10 7 0
S, (310) 310

Transportni troSkovi nakon prve iteracije iznose: F(x;) = 9.010 n.j.

Za bazne elementea@namocc; = u; + v;

Za nebazne elemente&tmamo:A; = G; — U — \;

A12:C12—U1—V2:5—0—9:—4 =>0= 370

Cui=U +tvy =7 vi=7 A22:(322—U2—V2:14+4—9:9
Ciz=U;+tvz=1 = vz=1 A23:C23—U2—V3:2+4—1: 5
C14:U1+V4:4 = V4:4 A24:C24—U2—V4:8+4—4: 8
C21:U2+V1:3 = U, =-4 A33:C33—U3—V3:4—0—1: 3
Cy1=Ugtvi=7 = Us = 0 A342034—U3—V4:11—0—4:7
Cax=Uz3+Wn, =9 = Vo= 9 Ay =Cyy—U—Vv1=6+4-7= 3
C44:U4+V4:0 us=-4 A42:C42—U4—V2:10+4—9:5

U1:O

A43:C43—U4—V3:7+4—1:10
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Dodata

Tabela II-75. Bazno reSenje nakon druge itgea

Preduzéa | P, P, Ps Py
Skladista (820) (370) (180) (460)
22 (rtel) 20 270 180 ;.150
S, (210) 310 14 2 8
S, (550) ;50 9 4 11
S (310) 6 10 ! 10

Transportni troSkovi nakon druge iteracije izndseg) = 7.530 n.j.

Azz =Crp—U—Vp = 14 + 4 —5=13

Ci=U +vi =7 > vi=7 A23:C23—U2—V3:2+4—1: 5
Co=U +Vn=5 => V=5 A24:C24—U2—V4:8+4—4: 8
Ciz=U; tvz=1 => vz=1 A32:C32—U3—V2:9+0—5: 4
Cu=U +tv,=4 => vy= 4 A332033—U3—V3:4—0—1: 3
C21:U2+V1:3 => U, =-4 A34:C34—U3—V4:11—0—4:7
Car=Uztvi=7 => U3:0 A41:C41—U4—V1:6+4—7: 3
C44:U4+V4:0 => us=-4 A42:C42—U4—V2:10+4—9:5

U]_:O

A43:C43—U4—V3:7+4—1:10

Kako je svakay; > 0, dobijeno reSenje je optimalno, i glasi:

60 370 180 150
. |20 0 o0
“|s50 0 0
0 0 310

0

a, funkcija cilja ima vrednostF (X ,) = F(x*)z 7.530

Usteda u odnosu na gEino redenje iznosear(x)=F(x")-F(x,)=2020n.].

Primer 4.2.4. ReSititi transportni problem na optimalnom nivaepa Semi transporta
datoj u sledéoj tabeli. Pri tome utvrditi minimalne troSkove risporta, optimalnu Semu
transporta kao i uStede koje se postiZu u odnogofetno resenje.

Tabela II-76. Péetni podaci transportnog zadatka

Odredista P, P, Ps P,
Skladista (400) (250) (400) (250)
4 8 |3 0 5 9
S, (200) 200
2 9 |7 3 6 |10
$; (500) 200 1300
3 4 o |8 6 9
S; (350) 250 4100
6 12 5/ 0 |8 9
S, (250) 100 150
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ReSenje

Paetni trosSkovi transporta su:

C21:U2+V1:2

Cas=Ug+Vs=6

u=0

Cun=Ww+wv=4
Co=W+Vw=3
C1=+v=2
C3=lW+V;=3
C=WtVv=4
Cu=W+Vv,=6
Ciz=W+Vz=5

U1:0

Ciu=U+vy=4 => up =2 A1 =Cio—U; — Vo = 3-2—-4 =3=> =150
=> V1:2 A13:C13—U1—V3:5—2—3: 0
C23:U2+V3:3 => V3:3 A14:C14—U1—V4:9—2—6: 1
Cax=Uz+Vr, =4 => Vo =4 Aoy =Crpo—Uy—Vo=7-0-4= 3
=> uz=0 Aoy =Cou—U,—V;,=10-0-6=4
Csi3=UstVvz=5 => U4:2 A31:C31—U3—V1:3—0—2: 1
C44:U4+V4:8 => V4:6 A332033—U3—V3:8—0—3: 5
Ay =Ciyy—U—V1=6-2-2= 2
App=Cpp—Us—Vo,=12-2-4=6
Tabela 1I-77. Bazno reSenje nakon prveaitge
Odredista P, P, Ps P
Skladista (400) (250) (400) (250)
4 0 3 0 5 9
S: (200) 50 150
2 7 3 10
S, (500) 350 150
3 ] 4 0 (|8 6
S; (350) \ 100 250
6 12 5 8
S, (250) 250
TroSkovi transporta nakon prve iteracije B(x;) = 4.950 n.j.
=> \4:4 A132013—U_l—V3:5—0—5:0
=> \é:3 A14:C14—Lh—V4:9—O—5:4
=> y=-2 Ap=Co—Wb—W%=7+2-3=6
=> vw=5 Aos=Ca—Wh—Vu=10+2-5=7
=> u=1 A31:C31—Lg—V1:3—1—4:-2=>9
=> vw=5 Az=Cz—lk—V=8-1-5=2
=> u=20 App=Cp—-w-wv=6-0-4=2
App=Go—W—-%=12-0-3=9
App=Cu—Ww—vu=8-0-5=3
Tabela II-78. Bazno reSenje nakon druge itgeac
Odredista P, P, Ps Py
Skladista (400) (250) (400) (250)
4 3 5 9
S, (200) 200
2 7 3 10
S, (500) 350 150
3 4 8 6
S, (350) 50 50 250
6 12 5 8
S, (250) 250

F(X,) = 4200+ 2200+ 3[B00+ 4 250+ 6100+ 5100+ 8[150= 5.400 n.j.
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TroSkovi transporta nakon prve iteracije su: & 4.750 n.j.

C12:U1+V2:3 => u;=-1 A11:C11—U1—V1:4+1—3:2
C21:U2+V1:2 => U =-1 A13:C13—U1—V3:5+1—4:2
C23:U2+V3:3 => vz3=4 A14:C14—U1—V4:9+1—6:4
C31:U3+V1:3 => V1:3 Ao =Copo—Up—Vo=7+1-4=4
Car=UzstVr, =4 => Vo =4 A24:C24—U2—V4:10+1—6:5
C34:U3+V4:6 => V4:6 A33:C33—U3—V3:8—0—4:4
Ci3=UstVvz=5 => u=1 A41:C41—U4—V1:6—1—3:2
uz=0 Ap=Cpp—U—Vr,=12-1-4=7

Ay =Cpy—Us—Vv;=8-1-6=1

Kako je svakay; > 0, dobijeno reSenje je optimalno:
0 200 O 0
F(X,)=F(X")=4850 w2380 0 150 0
50 50 0 250
0 0 250 O

Usteda u odnosu na gino resenje jeaF (X )= F(X")- F(X,) =550 n.j
4.3. ReSavanje TP poméu softverskih paketa

4.3.1. ReSavanje TP primenom programa LINDO

LINDO - Linear Interactive andDiscrete Optimizer — je interaktivni softverski
paket koji se moZe Koristiti za reSavanje probléimearnog programiranja, u svim
aplikacijama gde je potrebno reSavati problem opgtwije. Razvijen je 1980.
godine i od tada je prilagen Windows okruzenju i graki orijentisanim
programima. Softverski paket LINDO koristimo zaaednje problema zadatih
direktno sa tastature.

Elementi LINDO modela su:

1. Cilj = uvek u prvoj liniji LINDO modela, p&inje izrazommin ili max
Oznaava funkciju ciljagiji minimum ili maksimum treba odrediti.

2. Jedna ili viSe varijabli — nepoznate vatie koje treba odrediti da bi se
ostvario cil].

3. Jedno ili viSe ogragenja — postavijeninh na varijablama. U LINDO
modelima ogrartenjima prethodi jedna od sledle linijja: SUBJECT TO;
SUCH THAT; S. T.; ST Kraj ogranéenja se oznmva saEND, Sto je
obavezno samo u slaju kada se koriste dodatne komande.

LINDO sintaksa:

o Ime varijable je ogratieno na 8 karaktera.

a LINDO prepoznaje slede operatore: + plus, — minusmanje,> vete, =
jednako <= manije ili jednako b= vete ili jednako.

a Operacije se izvode s leva na desno.
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0O 00 D0 O

Komentari mogu biti bilo gde u modelu, a prethadiuzviénik.

Ograntenja i funkcija cilja mogu biti u viSe linija.

LINDO nije osetljiv na vellinu slova.

Sa desne strane jedirze ogranienja mogu biti samo konstante.

Sa leve strane ogramnja mogu biti samo promenljive i njihovi

koeficijenti.

Komande menija:

File
Save Snimanje ulaznih pod_ataka (modela), izveétajadthkndnog prozoral.
Format u kojem ih snimamo je *.LTX — LINDO tekstoaformat.
Log Output Ak_o je_ aktivna ova c_Jpc_ija, sve a_lktivnosti u aktimm@rozoru se
snimaju u tekstualni fajl (dnevnik, log).
-éilr‘r?mands Za preuzimanje LINDO komandi iz drugih programa.
Basis Save Snimanje reSenja aktivnog modela.
Basis Read Citanje reSenja modela, koje je bilasaaano korigenjem Basis Save
komande.
Title Prikazuje ime aktivnog modela, ukoliko mu je biladeljeno.
Date Prikaz tekdeg datuma i vremena.
Elapsed Time | Vreme proteklo u tekioj LINDO sesiji.
Edit
Options Uvid i izmene raznih parametara kaégéih u LINDO sesiji.
Paste Symbol Ispisivanje svih simbola koji se mogu koristiti INDO modelu.
Solve
Solve ReSava aktivni model.
Debug Omoguava nalazenje greSke u modelu.
Reports
Solution Omogutava odrdivanje izgleda reSenja.
Daje analizu (intervale, za kojedeno optimalno reSenje ostaje
Range nepromenjeno) parametara sa desne strane égngai
koeficijenata uz promenljive u funkciji cilja.
Parametrics Daje rezuiltate promene vrednosti parametara sedgsane
ograntenja.
Statistics Prikazuje klj@nu statstiku za model u aktivnom prozoru.
Peruse Pregled reéenja u 2¢Ij¢nom formatu (dfledim ili tekstualnom, sa
odabranim karakteristikama).
Picture Prikaz aktivnog model u matrioj formi.
Basis Picture Prikaz vrsta i kolona poslednje matroj transformaciji Solver-a.
Tableau Prikaz simpleks tabele aktivnog modela.
Formulation Prikaz svih ili selektovanih delova modela.
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| Show Column | Prikaz selektovane kolone bez ostatka modela.

Napomen: da bi opcije menijaReports bile aktivhe, potrebno je da prozor modela
problema bude aktivan.

Window
Open Command Window | Otvara komandni prozor za unos LINDO komandi.
Open Status Window Otvara prozor sa resenjem, kao posle opcije Solve.
Help

Za upoznavanje sa karakteristikama programa (kndmepe), preportuje se
kori&enje Help-a, koji ih veoma detaljno i pregledndaruje.

Napomena Neke opcije u havedenim menijima nisu pomengies¢ poznavanje njihovog
zn&enja pretpostavlja. Odnosno, te opcije su sastalew prozora ostalih Windows
aplikacija, pa se ne navode posebno.

Dodatne komande LINDO modela:

Pored osnovih elemenata modela, mogu se navésti€s komande (posle END),
kojima se proSiruju mogdmosti programa:

Omoguava da navedene promenljiva ima realne vrednosti
pozitivne i negativhe

Ograntava vrednosti navedene promenljive na pozitivne
celobrojne.

INT ime promenljive (Ograntava vrednosti navedene promenljive na binarnd (.|l
Postavlja donju granicu promenljive (SLB X 1@rai dace X
biti vece ili jednako od 10)

Postavlja gornju granicu promenljive (SUB X 10 -agrdace
X biti manje ili jednako sa 10)

nazngava prvo ograienje u modelu kvadratnog
programiranja

Omoguava da se modelu dodeli naziv. Nagévbiti prikazan (
Reports window, kori&enjem komande Title iz File menija.

FREE ime promenljive

GIN ime promenljive

SLB ime promenljive

SUB ime promenljive

QCP ime promenljive

TITLE naziv

Primer 4.3.1.1.Robu iz¢etiri skladistaS (i=1, 2, 3, 4) potrebno je dostaviti u tri predéaze
P; (=1, 2, 3). Koltina robe u skladistima (izvorima), potrebna &ola u preduzéma
(ponorima) i cena transporta jedinice robe iz ddreog skladiSta u odteno preduze dati
su u tabeli 11-79. Potrebno je resiti zadatak kaigem LINDO programskog paketa.

Tabela II-79. Pé&tni podaci transportnog problema
Preduzefa P, P, P3
Skladista (140) (35) (105)
S, (70) 50 60 0
S, (105) 40 20 15
S (70) 30 45 20
S, (35) 35 40 25

ReSenje Optimalno reSenje transportnog problema Kerfem LINDO programskog
paketa se dobija tako 5to se najpre, za postay@hilem, napiSe matemaki model.
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Funkcija cilja je:
min F(X) = 503 1+60x; 5+40X;1+20%0 5+ 1 5% 5+ 30%g1+45X3 0+ 2 033+ 35X 41+ 4 0%+ 254 3

Ograntenja po redovima su:
X11+Xo+X= 70
X21+X22+X232105
Xg1+X3tXag= 70
Xa1+XaotXag= 35
Ogranienja po kolonama su:
X11+X01+X31+X41=140
X12HXopHXao+Xg= 35
X131+ X3+ XaatXs3=105

Ovako formulisan matem&ki model problema potrebno je upisati u radni pvost
programskog paketa LINDO, na sléde&in:

MIN 50x11+60x12+40x21+20x22+15x23+30x31+45x32+20x33x41+40x42+25x43
SUBJECT TO

x11+x12+x13=70

X21+x22+x23=105

x31+x32+x33=70

X41+x42+x43=35

x11+x21+x31+x41=140

X12+x22+x32+x42=35

x13+x23+x33+x43=105

END

Izgled ekrana sa postavkom za reSavanje transppramatka, dat je na slici 11-12.

25| INDO - [<untitled>] = 18X
BQ) Fle Edt Solve Reports Window Help =]

D=l L= |P|%[L¥]|l-|& Bl B2s BHaB 2ES glﬁl

TFunkcija cilja izglrda
HINSle1+6Dhl2+40321+2Ux22+15373+3Dx31+45392+20x33+35341+4Dx42+25343
SUEJECT TO

I0granicenja po redovima =u:
ll+xlZ+nlz=70

w2142 24x23=105
314324032270
wdl+xd24nd3=35

I0granicenja po kolonama =u-
ll+x21l4n31l+x41=140

w1242 24x324x42=15

1342 3+xT3+x43=1058

Slika II-12. 1zgled postavljenog TP u LINDO progmam

Izborom opcije Solve, ili preko ikone Solve, dobija reSenje sledean redom:

O Prvo se otvara dijalog prozor, slika 11-13., gdedmm opcije Yes potdujemo da
Zelimo i postoptimalnu analizu reSenja.

O Zatim imamo prikaz stanja LINDO reSawa slika 11-14,u kome vidimo da je
reSenje optimalno, dobijeno u 6 iteracija, da jpaesnost (Infeasibility) modela
0, da je vrednost funkcije cilja (minimum) 5950kdse ostali parametri odnose na
celobrojno programiranje (Integer Programmng), kojaju oznaku N/A — Not
Available, obzirom na to da celobrojno programieanije korigeno.
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Q Zatvaranjem ovog prozora, moZzemo pogledati reSémg je dato u Reports
Window, kao $to je prikazano slikom I[I-15.

- Diptimizer Status

‘Status: Cpeimal

Iterations: =

Infeasibility: o
IR

@ D0 RAMGE[SENSITIVITY | &NALYSIS?

Update Interval

| tlose |

Slika II-13. Dijalog prozor sa upitom za postoptimaanalizu

IF Bound:

Elapsed Time: ao:o0:00

Inteinugt S obrer | Clase i!
Slika 14. Status LINDO reSaiea

LINDO - [Reports Window]

le Edit Solve Reports Window Help -8 %
01| B,

OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1

VARIAELE REDUCED COST
A1l 25 0oooon
iz S5 000000
¥21 0. ocoonon
nez 0.ggooon
nes 0.ggooog
A31 0. ocooon
iz 35. 000000
X33 15 0oooon
n41 0.0co00n
42 25 020000
%43 15 000000
13 70.000000 0.0zoo0n
RO SLACK OR SURPLUS DUAL FRICES
2 0 000000 15 920000
3) 0 000000 0.0goo0n
1] 0000000 10 Doooon
5) 0.000000 §.0coo0n
6] 0.000000 —40 000000
73 0 000000 —20. 000000
8 0 000000 =15 030000

HO. ITERATIONS= 3

Slika 15. ReSenje TP kofé&njem LINDO programa dato u Reports'Window
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U prvom redu vidimo da je dano optimalno reSenje u Sest koraku, zatim dagenost
funkcije cilla 5950, za vrednosti promenljivirgija su imena navedena u koloni
VARIABLE, a vrednosti u koloni VALUE):

X11 0.000000
X12 0.000000
X13  70.000000
X21  35.000000
X22  35.000000
X23  35.000000
X31  70.000000
X32 0.000000
X33 0.000000
X41  35.000000
X42 0000000
X43 0.000000

U koloni SLACK OR SURPLUS su date vrednosti dopulmgcomenljivih (LINDO Kkoristi
simplex algoritam reSavanja problema).

Kolona DUAL PRICES (dualne ili cene iz senke) naovayi o tome kako bi se udenje
resursa koji nisu u reSenju odrazilo na funkcijjaciodnosno koliko treba da platimo da bi
uveli dodatne resurse u reSenje. Ovo su ujednednasti promenljivih dualnog modela.

Ukoliko smo odabrali i analizu parametara (analimetljivosti - senzitivhosti) dobijamo
izveStaj o tome, kao Sto je prikazano na slici@l-1

2% LINDO - [Reports Window]

RAHGES IN WHICH THE BASIS IS UHCHANGED:
OB] COEFFICIENT FaNGES

VARLAELE CURRENT ALLOVAELE ALLOWAELE

LOEF IHCREASE DECREASE

K1l S0.0oo0o0 IEFINITY 25 000000

K12 60000000 IEFINLITY 55000000

K2l 40000000 25 000000 15 600000

K22 20000000 25 000000 INFINITY

K23 15 000000 15 000000 25 000000

K3l 30.000000 15 000000 INFINITY

K32 45000000 IHEINITY 35000000

K33 20000000 IHEINITY 15 600000

4l 35.000000 15 000000 INFINITY
42 40000000 IHEINITY 25 000000 =

K43 25000000 IHEINITY® 15 600000

K13 0.ana0oa0 25 000000 INFINITY

RIGETHAND SIDE RANGES
ROW CURRENT ALLOVABLE ALLOWABLE
RHS IHCREASE DECREASE

2 F0.000000 0. 000000 0. 600000

3 105 000000 0.000acn 0. 600000

4 F0.000000 0. 000000 0. 6000g0

5 35000000 0.000000n 0. 6000gn

3 140000000 0.000000n 0. 000000

7 35000000 0 000acn 0. 0000g0

g 105000000 0 00nacn 0. 6000dn

Slika 16. Rezultati analize osetljivosti za tram$piczadatak

Ova analiza nam govori o intervalu u kome mogu eangnjaju parametri sa desne strane
ograngenja (Righthand Side — RHS) i koeficijenti uz praorjige u funkciji cilja (OBJ
Coefficient), a da dobijeno optimalno re3enje osta@promenjeno.
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4.3.2. ReSavanje TP primenom softverskog paketa LIGIO

Ovaj mani softverski alat je prvenstveno namenjen za r&Sj@v nelinearnog
programiranja. Svaki upravijki zadatak kod koga je funkcija cilfa(x) i/ili skup
ogranicenja L definisan nelinearnim zavisnostimao(@ecesto deSava u praksi),
svodi se na zadatak nelinearnog programiranja.niaino programiranje (NP)
pokriva znatno Sire podéje od linearnog programiranja, pa se mogirda je LP
specijalni sldaj NP. Kako je linearno programiranje deo nelinegtrtj. njegov
specijalan oblik, u narednom primeru, prikazanoefavanije transportnog zadatka
pomau LINGO programskog paketa.

Upotreba elemenata, sintaksi i komandi u LINGO paowu se razlikuju u odnosu
na primenu LINDO programa, tako da uporedni pritefavanja istog transportnog
problema omogtava da ih lakSe wimo.

Primer 4.3.2.1.Potrebno je izvrSiti trnsport robe iz dva sklaai§s, S) do tri prodavnice
(P, P, i P3). Na skladiStima se nalaze 40 i 60, a prodavnicg@mpotrebno 20, 50 i 30
jedinica robe, respektivno. TroSkovi transportdjdioa robe u skladiStima i prodavnicama
dati su u tabeli 11-80. Potrebno je problem rediris¢enjem LINDO i LINGO
programskog paketa.

Tabela 11-80. Pd&etni podaci za problem Transportnog zadatka

Skladipégdavmce P1 P2 P Kapacitet
S 5 8 4 40
S, ? 3 6 60
Potraznja 20 50 30

ReSenje Najpre se za postavljeni problem napiSe mateikiatiodel.
Funkcija cilja je: MIMF(X) = 5X; 148Xy o+4X; 3+ 7Xo1+ 3%+ 603

Ograntenja po redovima su:
X11+HXgo+%g3 = 40
Xo1+Xo0+Xp3 = 60
Ograntenja po kolonama su:
X11+Xo1 = 20
Xy X0 = 50
X13+Xo3 = 30

Ovako formulisan matem&ki model problema potrebno je upisati u radni pvost
programskih paketa LINDO i LINGO, kao Sto je prikap na slikama od 11-17 do 11-19.

Postavka zadatka za reSavanje transportnog zapatketu LINDO programskog paketa i
dobijeno reSenje prikazano je na slici II-17.
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MINSH 114+0x1Z+4xl12+7HE 1+2HEE+EHE 2
SUEJECT TO

x1l4x1Z24+x12=40 —
®Z1+HEZ+HE2=E0

x1l4+xZ1=20

|

X 12 +HZ 2 =)
12 4+x22=20
END

LFP oPTIHUM FOUND AT STEFR 1 =1

CEJECTIVE FUNCTICHN VALUE

1k 280.0000
VARIAELE TALUE REDUCED Co3T
X1l1 10 .000000 O.oooooo
Elz 0 .000000 7.000000
Elz 20 .000000 0.000000
Hz1 10.000000 O.o0ooo0o
Ezz S0 .000000 0.000000
Ezz2 0 .000000 QO.000000
RO SLACK OR SIURPLU3 DUAL FRICES
=41 O.oooooo O.0o0oo0o0
23 0.000000 —2 .000000
43y 0 .000000 —=5.000000
S 0O.oooooo =1.000000
51 0 .000000 =<4 . 000000
HNQ. ITERATICHS= 1

RAWNGES IMN WHICH THE EASIZ IS UNCHANGED:

COEJ COEFFICIENT RAMNGES

WARIAELE EUTRRENT ALLOWAELE ALLOWAELE
CoOEF INCREASE DECREASE
E1l1l 5.000000 7 .000000 0 .000000
Hlz 8 .000000 INFINITY 7 .000000
Elz 4 . 000000 0 .000000 INFINITY
Ez1 7 .000000 O.o0o0000 7 .000000
Hzz 2 .000000 7 .000000 INFINITY
Ezz2 5. 000000 INFINITY 0.000000

RIGHTHAND SIDE RANGES

RO CURRENT ALLOWAELE ALLOWAELE
RHZ INCREAZE DECREAZE

Z 40 . 000000 0 .000000 0 .000000

2 50 . 000000 0 .000000 0.000000

e 20 .000000 O.oooooo O.oooooo

s S0 .000000 0 .000000 0 .000000

5 20.000000 0 .000000 0 .000000

v

Slika II-17. Postavka zadatka i reSenje dobijendO programom

Postavka zadatka za reSavanje transportnog zapatkatu LINGO programskog paketa
prikazano je na slici 11-18, a dobijeno reSenjeshiei 11-19.
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Dodata

File Edit LINGO Window Helo

DisEHS 8] 22 »E{o] DK o= 7Nl

Co3T= 5,5,4,7,3
ENODATS

.6

D

Chijective wvalue

CAPACITY{(

CAPACITY{(

51)

52)

H

DEMAND {
DEMAND {
COST( 51,
COST( %1,
COST{ 51,
COST( 82,
COST{ Sz,
COSTi Sz,
WOLUME{ 51,
VOLUME( 51,
YOLUNE{ 51,
VOLUME( Sz,
VOLUME( %2,
VOLUME { 52,
DEN{

DEMN{

DEM{

SUP {

SUP {

s2)

a

350.0000

. 000000
0.00000
0.0000000

=0, 00000
30.06000

10.00000
50, 00000
0.0000000

5
3
4
7.000000
3
&
1

Slack or Surplus
330.0000
[ululululululn}
ooooooo
ooooooo
[ululululululn}
[ululululululn}

ooooo

.00aoonoo
.00aonoo

o
)

.0ooooon
0000000

0000000
-0000000
7.000000

aonnnn
GO0000

oooocooooon
o
=}
=}
=)
=]
=]
=]

Q.9

Q.0000000
0.0000000
0.0000000
Dual Frice
L00oonoo0
=7.000000
-3.000000
-6§.000000
Paluiatulalu}
0.0004000

-

o

“or Help, press F1

= e I = 211,

Slika II-19. ReSenje zadatka dobijeno LINGO program
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4.3.3. ReSavanje TP kori&njem programa “QM for Windows”

Programski paket QM for Windows (Quantitative Method for Windows) je
razvio profesor Howard Weiss. On spada u omiljeoéverske pakete za
kvantitativne tehnike, koji koriste studenti. Njego primena ne zahteva jake
ratunarske konfiguracije i vrlo je lako njime rukovati

“QM for Windows” program radi pod Windows operatinmsistemom, tako da je
korisnicki orjentisan (User Frendly) i kod8nje je znatno olak$ano sa osnovnim
poznavanjem rada sa Windows okruZzenjem. Konkretnijgkon instaliranja
programa, postavlja se u liniji sa menijima menidddile”, gde je mogte izabrati
jednu od pondenih opcija za kvantitativno pramanavanje raznih problema. U
ponudi je veliki broj metoda, kao Sto se mozéitioa slici 11-20.

= QM for Windows to accompany Render, Stair and Hanna.

Fle £

View | Module i1 Tools Help

D bl = Assionment

Breakeven|Cost-Volume Analysis

Decision Analysis
Forecasting
Game Theary
Gpal Programming

Integer Programming

Inwentory

Linear Pragramming

Marhow Analysis

Material Requirements Planning

Miged Integer Pragramming
fetwrks

Broject Management (FERT/CFM)
Quality Cantrol

Simulakion
Statistics

Waiting Lines
Exit QM for Windows

Slika 11-20. Ponuda menija “Module” u QM for Windevprogramu

Za reSavanje transportnog problema bira se optijarfsportation”, nakotiega se
pokrete program za proégavanje ovog zadatka. U meniju “File” bira se ggci
“New”, nakon ¢ega se pokie prozor za kreiranje podataka za konkretni
transportni zadatak “Create date set for Transponia kao Sto je prikazano na
slici 11-21.

Create data set for Transportation

Title: |[PrETS) Mudify defalt title
Mumber of Sources 1 Row names
<
Mumber of Destinations
il

Objective

 Souce 1, Souce 2, Source 3,...

" January, February, March, April, ...

 Maximize

(o
@ Mirimize Other

Caeel | Hep |

Slika II-21. Prozor za kreiranje podataka za TP

U polju “Number of Sourses” se unosi broj izvorklagiSa, centara otpreme. U
primeru koji obrdujemo u pitanju su tri skladiSta goriva. U polju uidber of
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Destinations” se upisuje broj ponora, poti@Saprijemnih centara. Konkretno u
primeru egzistiraju Set jedinice koje&eakuju transportovano gorivo. Kod opcije
“Objective” odabiramo opciju “Minimize” jer je furdija cilja minimalna vrednost
transportnih troSkova. Na paletama “Row names” dlt@n names” poniene su
opcije za ispisivanje imena redova i kolona iliadatogénost da sami kreiramo
ime birajii opciju “Other”. Nakon potvrde komandom “OK” pojayje se tabela
za unos podataka za konkretan transportni prolséka, 11- 22.

= QM for Windows - [Data Table]

Fle Edt View Module Format Tools Help
D d& B@ I« w EHig o B Fa % K2 E) s | »osone
Times New Roman r2-|BIUS=E=0€A-O-E-
Obijective Starting method Instruction
 Mavimiza iy stoting methord <] | This cell can ot be changed
= Minimize
Problem snabdevania borbene jedinice gorivom
Jedinica 1| Jedinica 2| Jedinica 3 | Jedinica 4| Jedimica 5| Jedinica SUFPPLY
Skdadiste 1 7 13 12 15 o 0 90
Skladiste 2 E 8 10 3 12 0 60
Sldadiste 3 11 13 7 11 5 0 60
DEMAND 20 40 25 55 30 40 ‘
[Transportation |pata Screen Vavanovic kvan
Frint Sereen Save as Excal fila | i@ Saveas HTML

Slika II-22. Tabela za unoSenje podataka transpmytproblema

U tabelu se unose podaci za jedir@ transportne troSkove, kao Sto je dato u
postavci zadatka. U koloni koja je imenovana kdedinica 6” unose se nule, jer
je to vestaka kolona koja je posledica transportnog probletvarenog tipa. U
zadatku je dato da su kapaciteti ponudg @d konzumne m@ potroS&a.

U koloni “Supply” se upisiju koliine ponude skladista, a u redu “Demand”
koli¢ine potraznje jedinica na terenu. Komandom “Solidasterom “Enter” daje
se nalog za iztainavanje. Rezultat se prikazuje tabelarno, sli&sli

= OM for Windows

Eile Edit Yiew Module Format Tools ‘Window Help
D& &a | EE > B A KE
| Times Mew Roman - 12-B F U0 E== @Qé'&'_'
C Max\nj'lze lAny starting method
(+ Minimize
~
= Transportation Shipments =
Problem snabdevanja borbene jedimce gortvom solution
Ophinal cost= | Jedmca 1| Jedmca 2| Jedmca 3| Jedmca4| Jedmca 5 | Jedmuca &
$1,125
Slladiste 1 20 30, 40
Skladiste 2 5 55,
Skladiste 3 o 25. 30,
b
< | X
”Transpartalion |S olution Screen hovanow'c Ivan
Frint Sere=n B B [3g Save as Excel file | g Save as HTML

Slika 1I-23. Rezultat pror@aina programa “QM for Windows”
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Glavna opcija za prikazivanje rezultata “Transpota Shipment” se automatski
prikazuje na ekranu. Moze se ¢ditb da je program izbacio kotao reSenje
transportnog problema, gde su prikazane ¢kui transportovane robe od tri
skladista do pet (Sest) jedinica koje se nalazteremu. Takde se moZe uti, u
gornjem levom polju vrednost funkcije cilja, tj. mtinalnu cenu transporta, koja je
ovde izraZzena u dolarima (po “default’-u).

U meniju Window nalazi se ukupno 3Sest vrsta izyeSta ovaj transportni
problem, kao Sto je prikazano na slici 11-24. Popedhenutog izveStaja za transport
robe “Transportation Shipment”, tu se joS nalaze:

Output table #2: Marginal costs (marginalfriti¢ni troSkovi)
Output table #3: Final solution table (Zma tabela)

Output #4: Iterations (iteracije)

Output #5: Shipments with costs (troSkarévoza)

Output #6: Shipping list (spisak otpreamk robe sa cenom)

= QM for Windows

|| Eie Edt View Mochis Form sindow Help

W Edit

DeEd& =a | 2 s 00%

| Times New Aaman - 12+ B7U=

=T = o i Mote

 Mainize | epr—— =] | lile spinal solaions e

& Minimize

Problem snabdevanja borbene jedinice gorivorn solution
Tedinica 1| Jedinica 2] Jedmica 3| Jedinica 4| Jedinica 5

Problem snabdevania botbens jedinice gorivom solution
Optimal cost | Jedinica 1] Tedinica 2| Tedinica 3| Jedinica 4| Jedinica 5| Jedinica 6

Sieladiste 1 20. 30, 40. MTreration 1
Skladiste 2 5 55 W sitadiste 1 20 35 -5 i -4 35
Skladiste 3 5, 25 30, Il skladiste 2 2 (-3) 3 55 7 5

= Stdadiste 3 4 5 25 -8 30 0

< Qutput Table #2

Problem snabdevania borbene jedinice gorivom solution s
Tedinica 1| Tedinica 2| Jedinica 3| Jedmica 4| Tedinica 5| Jedinica 6 fl sytadiste 1 20 30 3 K 3 40
Skladiste 2 E 5 -8 55, -12
Sicladiste 1 5 3 4 Skladiste 3 4 5 25 3 30 0
Slcladiste 2 7 8 12 5
Sicladiste 3 4 3 0

Problem snabdevanja borbene jedinice gorivom solution Problem snabdevanja borbene jedinice gorivom sohution

Tedinica 1] Tedinica 2] Tedinica 3| Jedinica 4] Tedinica 5| Jedinica 6 || Erom o Shipment|  Costperunit|  Shipment cost
ISldadJste 1 Jedinica 1 20 i 140
Sieladiste 1 20 30 [5] 7 4] 40_ ||| Skladiste 1 Tedinica 2 30 13 330
Skladiste 2 7] 5 18] 55, [12] [ 51| Sttaiste 1 Tedinica 6 40 i 0
Shladiste 3 141 5 25 131 30 [ 07| Sklactste 2 Tedinica 2 5 ] 40
—_———————— Jedinica 4 55 3 165
Jedinica 2 3 13 63
Problem snabdevana borbene jedinice gonvem solution Skladiste 3 Tedinioas 25 7 175
Tedinica 1| Tedinica 2| Jedinica 3| Jedinica 4] Tedinica 5] Jedinica 6 || Spiadiare 3 Tedimica 5 ) 3 150
Skladiste 1 20/8140| 30/8390 40/50
Skladiste 2 5¢540 5518165
Skladiste 3 51865 25/8175 3015150
< i E |
|| Transpontation |5 ohtion Sereen lervanovic ean
| B rintzoeen | b1 A Py Save s Exoaltile | @ Save asHTWL |

Slika 11-24. Kompletan izveStaj iz menija Window
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4.4, Otvoreni model transportnog problema

Otvoreni problemi transporta nastaju kada nije ngpioi uslov da je:

Y.a=2b 44)
i=1 i=1

U takvim sl&ajevima neophodno je uvesti fiktivno ishodistefiktivno odrediste.

a) Ukoliko je:
2.a>2b, (@3
i=1 j=1

uvodi se fiktivno odrediste B, sa zahtevanom kéinom:

m n
b=>.a->b (4).3
i=1 i=1
TroSkovi transporta iz ishodiSta u fiktivno odrediSu nula, tj:
CGm1=0;1<i<m (4.4.9)
b) Ukoliko je:
m n
da<dh (435
i=1 =1
uvodi se fiktivno ishodisté,.; sa ponudom od:
n m
a,=2.b-Da (4.4.6)
j=1 i=1
Troskovi transporta od fiktivnog ishodiSta do bidag odredista jednaki su nuli, tj:
Cm1j=0;1<j<n (4.4.7)

m n

Nakon svdenja p@&etnog problema na odnozta,. = ij , Za reSavanje se moze
i=1 =1

primeniti neki od objasnjenih postupaka.

Primer 4.4.1. Prilikom izvrSenja jednog takfkog zadatka za snabdevanje gorivom mogu
se koristiti tri izvora za snabdevanje sa &okma: 90, 60 i 60 tona. Kélne goriva koje
jedinice zahtevaju su: 20, 40, 25, 55 i 30 tonape&tivho. Odrediti plan snabdevanja
gorivom vodéi racuna da troSkovi snabdevanja budu minimalni. JédirtroSkovi dati su

u tabeli 1-81. Odrediti ukupne troSkove pri izvnjie dobijenog plana snabdevanja.

Tabela II-81. P&etni podaci za transportni problem

PS B, B, Bs B, Bs
0S [210£170] 20 40 25 55 30
A, % 7 13 12 15 9

A, 50 9 8 10 3 12

N 50 11 13 7 11 5
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ReSenje.Ukupna kol€éina goriva kojom raspolazu izvori snabdevanja izrtdf) tona, a
jedinice potrazuju 170 tona. PoSto je kKwla goriva u izvorima snabdevanjacaeod
koli¢ine koju jedinice traze neophodno je formirati ifikio odrediste, odnosno u matrici
troSkova uvesti fiktivnu kolonu sa transportnimstkovima jednakim nuli. Kotina goriva
koja se dodeljuje fiktivnom odredistu jednaka je:

B, = iai —ibj =210-170=40T

Paietno reSenje be odreleno pomoéu Vogelovog aproksimativnog metoda, kao Sto je
prikazano u tabeli 11-82.

Tabela 11-82. Petno reSenje po Vogel-ovog aproksimativnhog metoda
PS B B, B; B, Bs Bg Iteracije
0S| 210=210] 20 40 25 55 30 40 | 1 NIV V VI
7 13 12 15 9 0
Ay 90 20 35 35777226
9 8 10 3 12 0
A 60 55 5|3 8 -
11 13 7 11 5 0
Az 60 5 o5 30 55526 2
Iteracije | 2 5 3 8 4 0
I 2 5 3 - 4 0
n 4 0 5 - 4 0
\Y 4 0 5 - 4 -
\Y 4 0 - - 4 -
VI 4 0 - - -

TroSkovi transporta za petno reSenje iznose 1150 wrawih jedinica. PoboljSanje
patetnog reSenja be izvrSeno pomtu metoda potencijala.

Vrednosti potencijala; i v; za dato peetno reSenje date su u tabeli 11-83.

Tabela II-83. Vrednosti potencijala u pyiteraciji

PS B B, B, B. Bs Bs |V,
0s[ 210=210] 20 40 25 55 30 40
T O
Al 90 20| B Las 79 Tas 0
A | e |7 sy 17 W 5 Q] ],
2 + 45 55 & 5
W e T ® O O .
Ui 7 13 7 3 5 0

Uslov za ulazak u bazu ispunjava pokgl§,) i u njega se dovodi kolicing=5 tona goriva.
ReSenje dobijeno nakon izvrSene preraspodele gpave@menima mnogougaonika dato je
u tabeli 11-84.
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Tabela 11-84. Vrednosti potencijala u priteraciji

PS B_]_ Bz Bg B4 B5 BG Vj
OS | 210=210| 20 40 25 55 30 40
D _®_|7 & |5 O
A1 90 20 30 40| ©
A | 60 |2 I @) e | ° 9 |
7 3 8 5 0
o | o ®. O, F © 0
Uj 7 13 7 8 5 0

Kako nijedno polje ne zadovoljava uslov za ulazdlamu to je dobijeno reSenje optimalno.
Ukupni troSkovi transporta iznosg(x)= 1.125 novanih jedinica. Ovaj primer je utan i
koris¢enjem programa “QM for Windows” u poglavlju 4.3.3.

4.5. Degeneracija u transportnom problemu

Transportni problem sadriivn-1 linearno nezavisnih jedéiaa koje ¢ine bazu
vektorskog prostora, pa na osnovu toga svako nedegano bazno mogue
reSenje ima tmo m+n-1 pozitivnih promenljivihx;. Svako bazino reSenje koje
ima manje odm+n-1 pozitivnih promenljivihx; naziva sedegenerisanareSenje.
Do degeneracije dolazi kada istovremeno budu pahhirishodiSte i odrediste.
Pojava degeneracije onemégua primenu postupka traZenja optimalnog reSenja.
Degeneracija je relativnesta pojava u transportnom problemu, ali se reBava
lak n&in. U slitaju degeneracije, zbog manjeg broja pozitivnih goljivih x;, ne
moze se neposredno koristiti modifikovani metodprdsio, na osnovu pozitivnih
promenljivih x; odretujemo dualne promenljive; i v;. Ukoliko se ne formira
potreban broj jedréna tipa (4.2.1), otkazuje modifikovani metod, i m®gu se
izragunati sve dualne promenljive. Potrebno je da serirvyodaci o kollinama u
ishodistu i odredistu modifikuju na sl€d@acin:

a=a+e, Oi

b=Db zaj=1,2,..,n1 (4.5.1)

bj=Dbt+me zaj=n
Primer 4.5.1Dat je problem transporta robe iz tri skladista, (A;, Ag) nacetiri korisnicke
lokacije B1, B, Bs, Bs,). Potrebno je odrediti optimalan plan transpastaminimalne

ukupne transportne troSkove. Neophodni podacirzalizplana dati su u tabeli 11-85.
Tabela 11-85. Pdetni podaci transportnog problema

PS Bl BZ BS B4
(ON) 45=45 5 15 15 10
A, 15 10 5 20 11
A, o5 12 7 S 20
As 5 5 14 16 18

ReSenje:Paietno reSenje dobijeno metodom dvojnog prvenstikapano je u tabeli 11-86.
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Tabela 11-86. P&&tno reSenje metodom dvojnog prvenstva

PS Bl BZ B3 B4
os [ 45=45 5 15 15 10
10 5~ |20 11~
A, 15 .
12 7 19 * |20
Az 25 15 10
*%
A c 5 i 14 16 18

Paietno reSenje je degenerisano jer vektor reSenja@tid pozitivne komponente, umesto
potrebnih A+m-1)=6. Odrdivanje pd@etnog reSenja bé ponovljeno sa prethodno
modifikovanim koltinamaa; i b,. Ceo postupak sa reSenjem dat je u tabeli 11-87.

Tabela 11-87. Pdetno reSenje sa modifikovanim vrednostimaba

PS B B, Bs B,
oS 45=45 5 15 15 10+ 3
A 15+ ¢ 10 5 *’;_5 20 11 +*8
A, 25+ ¢ 12 7 * 19 I5 20 L0ss
As 54 ¢ 5 **5 14 16 18 ‘s

ReSenje dobijeno na ovaj da nije degenerisano i omoéava primenu postupka
optimizacije, Sto¢e biti i urateno. PoboljSanje @etnog reSenja be izvrSeno metodom
potencijala. Vrednosti potencijala zaéptno reSenje kao i postupak preraspodele robe po
temenima mnogougaonika dati su u tabeli [I-88. Hj8hoo reSenje je dato u tabeli I1-89.

Tabela 11-88. Prvo poboljSanje {tnog reSenja

PS B B, Bs B, U
os | 45=45 5 15 15 | 10+ 3 | U
A, | 2546 | 1‘7‘ ¥ () M?E)Q;S 9
As | 5+¢ '5> o | P 7 4’3 |7

Vi -2 5 0 11
Tabela 11-89. ReSenje nakon prvog poboljganj
PS B B, Bs; B, U
OS 45=45 5 15 15 10+ 3¢ :
-2 5 7 11
Ao | Iote 5-¢ 10+2| °
0 7 9 13
Ay | 25*e 10+¢ 15 2
5 12 14 18
A3 5+¢ 5 te 7
\ -2 5 7 11

72/102



mr lvan Jovanoyj, dipl. ing. Dodata

Nakon sprovedenog postupka ufivje se da je dobijeno reSenje optimalno. §eé ¢ ne
smetaju, jer se u optimalnom reSenju mogu zaneimaktipni troSkovi transporta iznose:

F(xX)= 55+ 55 + 107 + 159 + 1011 = 365 novanih jedinica.

Primer 4.5.2. 1z tri stovarista (§ S, S) je potrebno snabdetetiri potro$aga (P, P, Ps,
P,) robomA. Raspolozive koliine svakog stovariSta, potrebe potkasakao i transportni
troSkovi jedinice robé\ dati su u tabeli 11-90.

Tabela I1-90. P&etni podaci transportnog problema

. Potrosa’
Stovariste o) 5, P =) Ponuda
S 7 8 4 8 20
S, 5 3 5 6 30
S; 9 5 7 9 25
Potrebe 20 20 20 20

Iz tabele se lako vidi da su potrebe pottaS&20+20+20+20=80) ¥e od raspoloZzivih
kolicina koje tri stovariSta mogu ispaiti (20+30+25=75). Prema tome, radi se o
otvorenom transportnom problemu. Uvodimo jo$ jeded u tabelu, novo stovariSte sa
ponudom od 5 jedinica rob& (80-75 =5),éime obezbéujemo jednakost iznde ponude
stovariSta i potreba potra%a TroSkovi transporta jedinice robeod novog stovarista do
svih potroS&a jednaki su nuli.

Posle ovog proSirenja problem je lako reSiticétno reSenje, prodano poméu Vogel-
ove aproksimativhog metoda, prikazano je u talbelil

Tabela 11-91. P¢éetno reSenje dobijeno Vogel-ovim aproksimativnirtod@am

PS R P, Ps Py Iteracije
(ON 20 20 20 20 v v
7 8 4 8
S 20 20 3 3 -
5 3 5 6
S 30 20 10 2 2 2 3 -
9 5 7 9
S 25 10 15 2 22 2 2
0 0 0 0
S4 5 5 o - - - -
Iteracije | |5 3 4 6
Im2 2 1 2
m |4 2 - 3
v | - 2 3
V|- 5 9

ReSenje je degenerisano. Ima ukupno Sest pozitigmimenljivih x;, a nedegenerisano
reSenje mora imatim+n-1= 4+4-1= 7 promenljivih v@h od nule. Za primenu
modifikovanog metoda, tj. za odiiganje dualnih promenljiviru i v, moramo imati jo3

jednu pozitivnu promenljivu. Koju vrednost moze dbbova promenljiva i na koje mesto
u tabeli je treba upisati?

Novoj promenljivoj odrdujemo vrednost. Ova vrednost promenljive treba da oméigu
postizanje sled& dva cilja:
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a) vrednost je pozitivna i na osnovu toga mozemo formirati pbtru jedn&inu za
izratunavanje dualnih promenljivih i

b) vrednost je vrlo mala, tako da se ona moze zanemariti uhami reSenju.

Nesto je teZze odabrati koja promenlji¢® dobiti vrednost. Najbolje je taj izbor izvrSiti
prilikom odrefivanja vrednosti dualnih promenljivily i v;. U tabeli 11-92 to je urdeno na
sledéi natin:

Tabela 11-92. Odrdivanje potencijala ui v; i dodeljivanje vrednosti

PS ) P, P, P, "
0S 20 20 20 20 !
s, 20 |7 8 \y . 8 0
5 3) 5 6
S 30 ‘) 20 10| -2 . 3
9 5 7 +06 (9)_-0
SS 25 10 _ A 1 15 5
0 0 0) -6 (0) 6
S, 5 \_), — 5 -4
Vi 2 0 4 4

Odredili smo da jey; = 0, pa smo, ponta promenljivex;s > 0, dobili da jev; = 4. U
prvom redu nema viSe pozitivnih promenljivih, papbistupak trebalo nastaviti prekodee
kolone i promenljivevs. Medutim, i treca kolona nema drugih pozitivnih promenljivih, pa
se ovaj postupak ne mozZe nastaviti. To je zbog &igaje reSenje degenerisano. Sada
moramo izabrati promenljivu kojdemo dati vrednost. Posto smo odredili samo dualne
promenljiveu; i v;, to mora biti promenljiva iz prvog reda ili te kolone. MoZemo bilo
kojoj promenljivoj iz prvog reda i tée kolone dodeliti vrednogt Medutim, bolje je sada
uzeti u obzir i dodatni kriterijum. Tako smo odiedia to bude promenljiva sa najmanjim
koeficijentomc;. To je cy3 = 0, pa je u tabeli 11-92 promenljivas = ¢. Ona se u daljem
postupku reSavanja problema tretira kao i ostaleitipne promenljive, pa nije teSko
odrediti i ostale dualne promenljitgi v;, a na osnovu njih i vrednost promenljivif) (A;

= Gj-Ui-vj). U tabeli 11.92 upisane su samo negativne vretiposmenljivih A;.

Napomena Zbog promenljivex,s = ¢, trebalo bi povéati vrednost slobodnibilanova$s, i
P; zae. To se negiini jer je napomenuto da se u préwaimas zanemaruije.

ReSenje iz tabele 11-92 nije optimalno. PoStd\je = Azz= -2, jedna od promenljivilys ili

X33 U narednoj iteraciji dobija pozitivhu vrednostoRwoljno smo uzeli da to budes. U
tabeli 11-92 oznakama @) i (-6) ozna&ene su potrebne promene u posieje reSenju.
Zapazimo da od promenljivih, oztenih sa (8), najmanju vrednost img; = ¢. To zn&i

da ¢e promenljivaxss u narednoj iteraciji imati vrednost. Ovom promenom rée se
menjati vrednost ostalih promenljivih jer, i prifikn oduzimanjac od neke vrednosti i
prilikom dodavanjae nekoj promenljivoj, mie zanemarujemo. DoSlo je samo do seljenja
vrednostie. Zbog togac¢e se promeniti vrednosti dualnih promenljivin. Swee promene
date su u tabeli 11-93.
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Tabela 11-93. ReSenje nakon prvog poboljSanja epteracije

PS ) P, Ps P, "
0S 20 20 20 20 '
s | 20 |? 2 4) 20 e 0

(5 ) 3) -8 [5 7 _+6
S 30 20| 4 10 1] 1
7 5) 6 7) \_@ v'e
> 25 \)4 10 Te 5| 2
2 -4 2 0
v, 4 2 4 6

U tabeli 11-93 je promenljivaA 4 = -1, Sto zn& da nije prondeno optimalno reSenje.
Promenljivaxy4 u narednoj iteraciji dobija pozitivhu vrednost.\adbazéno reSenje nalazi
se u tabeli 11-94.

Tabela 11-94. Kodao reSenje nakon druge iteracije

PS P P, P P, U

oS 20 20 20 20 :
5 2 4 6

S 20 20 0
5 3 4 6

S 30 20 10 0
7 5 7 9

S |02 20 +e 5-¢| 2
-1 -4 -2 0

Sy 5 T -6

Vi 5 2 4 6

U tabeli 11-94. nema negativnih promenljiviki;, pa je prondeno optimalno reSenje. Ono
je degenerisanocine ga sledée promenljivex;s=20, X21=20, X24=10, X35=20, X34=5, X45= 5,
a minimalna vrednost funkcije kriterijuma iznosis3d.|.

Posto se radi o otvorenom transportnom problemisgpoo je objasniti ulogu promenljive
x4 Cetvrto stovaridte je nepostég pa potrodakoji deo svojih potreba podmiruje odatle,
u stvari, née podmiriti svoje potrebe u potpunosti. Kakojg= 5, pacetvrti potrosa nete
dobiti ovih 5 jedinica robé.

U primeru koji je reSen degeneracija reSenja jas§jaodmah, od getnog reSenja. Videli
smo kako se u tom glaju bira promenljiva kojoj se odigje vrednoste. MoZe se,
madutim, dogoditi i drugi slgaj. P&etno reSenje nije degenerisano, ali u toku reSavanj
problema ono prelazi u degenerisano.¢€cse desiti kada, u postupku promene reSenja za
narednu iteraciju, od dve ili viSe promenljivih ltee oduzeti vrednost nove promenljive. U
ovom slé&aju, izbor promenljive kojace u narednoj iteraciji imati vrednost je
jednostavniji. Vrednost tada treba odrediti onoj promenljivoj koja je @frodnoj iteraciji
imala pozitivnu vrednost i kojoj odgovara maniji kogent c;.

Primer 4.5.3 Robu iz¢etiri skladistaS (i=1, 2, 3, 4) potrebno je dostaviti u tri predéaze
P (=1, 2, 3). Koltina robe u skladistima (izvorima), potrebna &ola u preduzéma

75/102



Transportni problem

(ponorima) i cena transporta jedinice robe iz ddreg skladiSta u odteno preduzee dati
su u tabeli 11-95. Potrebno je:

a) napisati péetno reSenje koristedijagonalni metod (severozapadni ugao),

b) resSiti transportni problem tako da ukupni troSkioudu minimalni,

c) odrediti uStede koje se postizu u odnosu ngpmw resSenje,

d) resSiti zadatak kortEnjem LINDO programskog paketa.

Tabela 11-95. Pé&tni podaci transportnog problema

ReSenje

Preduzeq P Ps P3
Skladista (140) (35) (105)
S, (70) 50 60 0
S, (105) 40 20 15
S, (70) 30 45 20
S, (35) 35 40 25

a) P@&etno reSenje, dijagonalnom ili metodom severozapgdgla, dato je u tabeli 11-96.

Tabela 11-96. Péetno reSenje TP dijagonalnim metodom

Preduzea P Ps Ps
SkladiSta (140) (35) (105)
s, (70) 50 o 60 0
S, (105) 40 o 20 - 15
s, (70) 30 45 20 o
S, (35) 35 40 25 .

Ukoliko bi se ovakvo stanje zadrzalogetni transportni troSkovi bi iznosili:

F(X,)= 50070+ 40[¥0+ 2085+ 2070+ 20[B5= 9.275 n.j.

b) Kako je pgetno reSenje degenerisano (r< m+n-1), gde-suoj bazno popunjenih polja;
m-broj redovajn-broj kolona, pristupa se reSavanju problema taggeSpotrebno nebazno
polje, sa najnizom cenom transporta, u naSeaglupolje x;3, proglasiti za bazno polje,
kako bi mogli da odredimo sve potencijale, kaoj&tprikazano u tabeli 11-97.

Tabela I1-97. Preraunavanje baznih polja

Preduzea P, P, P
Skladista (140) (35) (105)
S (70) 50 %19 60 0 A +0
S, (105) 40 L 20 . 15
S, (70) 30 v 4 45 20 o 0
S, (35) 35 40 2? .
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Sled€i korak je odrdivanje potencijala za bazna i diferencijala za zebapolja, koristé
pomenute formule za pret@avanje, i to na sledienain:

Za bazna polja tinamo: ¢j = u; +V;;
Za nebazna polja ¢ganamo: Aj = G — Ui —V;;

>y, = 50 Ap=Cpp—U—V,=60—- 0-30 30
>u,=-10 A3 =Crz—U—V3=15+10- 0 25
>v,= 30 Az1=Cz1—U3—Vv; =30-20-50=-46-6=70
Cy3z3=Uzt+V3= 20 >Ug = 20 A32:C32—U3—V2:45—20—30: -5
Cy3=Ug +V3 = 25 >Uy = 25 A41:C41—U4—V1:35—25—50:'40

V3 = 0 A42:C42—U4—V2:40—25—30:'15
Ciz=U;+vz3= 0 =>wu= 0

Gi1=u;+vy= 50
Cpr=U+Vvi= 40
Crp=U+V,= 20

Potencijal koji se nag&e javlja za bazna polja izjed¥f®va se sa nulom, a to je u naSem
sluéaju v3=0. Na osnovu teh jedtima se izraunavaju ostale valine. Zatim se prelazi na
izratunavanje diferencijala nebaznih polja po datoj faimDobili smo viSe negativnih
vrednosti za nebazna polja i to nam ukazuje deojidxtlji transportni program, ukoliko se
uvede nova promenljiva u odgovar&gupolje. Vrednosti poljads; i As; Su podjednalo
negativni i potpuno ravnopravno konkuriSu déuwkao bazno polje u narednu iteraciju.
ViSe smisla imadi preko poljaAs;, jer je c31<C41, pa zbog toga njega proglaSavamo za
bazno. U to polje stavljamo neodemi broj 4. Broj# odreiujemo na osnovu izraza:
706=0 =>60=70
Za @ se uzima manja vrednost, ukoliko oba nisu ist® @@ je u naSem siaju). PoljeAs;
sada ulazi u bazu sa vredtio$9 =70. Onda vrSimo preraspodelu transporta prekd +
6. Dodavanje i oduzimanjgvrsi se sve dok se ne zatvori krug, kao Sto jeagano u tabeli
[1-97. U ovom koraku vodimo taina da nam pri zatvaranju kruga obuhvati i prjje koje
smo proglasili na pgetku za bazno, zbog uslova degenerisanosti baaiegja.

U sledéem koraku pristupamo prvom poboljSanju¢pmog reSenja (prva iteracija), i
crtamo novu matricu, kao Sto je prikazano u tath&B.

Tabela 11-98. ReSenje TP nakon prve iteecij

Preduzea P, P, P
Skladita (140) (35) (105)
S, (70) 50 60 0 o
S, (105) 40 70# 20 = 15 +t9A
S, (70) 30 o 45 20
S, (35) 35 v+6 40 25 - -GL

Transportni troSkovi posle prve iteracije bi izriosiF(X;) = 6.475 n.j. Kako je i u ovim
koraku reSenje degenerisano (r < m + n ptistupa se reSavanju problema na gpisan
naiin. Jednaina sa najnizom cenom transporta (nebazno poli se proglasava za bazno
jer ima vrednostt,3=15. Na poznat rén ponavljamo postupak odtwanja potencijala
baznih i diferencijala nebaznih polja.

Za bazna polja tinamo: cj = u; +V;;
Za nebazna polja ¢ganamo: A;j = G —U; —V;;
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Ciz=U;+vz= 0 =>u;= 0 A1 =Ci1—U;—vi= 50-0-25= 25
Chr=U+Vvi=40 =>v;= 25 Ap=Cp—U—V,= 60-0-5 =55
Cpr=U+V=20 =>w»n= 5 Azgp=Czo—U3—Vr, = 45-5-5 =35
Cip=Uz+vi=30 =>uz3= 5 A3zgz3=Czz—U3—Vvz= 20—-5-0= 15
Ciz3=Us+Vvz= 25 =>u,= 25 As1 =Cy—Us—Vq = 35-25-25=-150=35
vz;= 0 Asp =Cgo—Us—Vo = 40-25-30 = -15
Cpa=U+vz= 15 =>u,= 15

Nakon izr&unavanja diferencijala za nebazna polja, dobili siveiste negativne vrednosti
za nebazno polje i to nam ukazuje da postoji ja&kubolji transportni program. ViSe smisla
ima ici preko poljaA,;. To je prikazano strelicama u tabeli [1-98. Istispupak se ponavlja i

za drugu iteraciju, i formira tabela 11-99.

Tabela I1-99. ReSenje TP nakon druge iteracije

Preduzea P, P, P
Skladista (140) (35) (105)
s, (70) 50 60 o
S, (105) 40 . 20 e 15 -
s, (70) 30 - 45 20
S (35) 35 . 40 25

Transportni troSkovi posle druge iteracije izndsgX;) = 5.950 n.j. Sada je ispunjen uslov
nedegenerisanosti tj. vaZi= m+n-1, a to zn& da je bazno reSenje nedegenerisano. Opet
ponavljamo postupak za odieanje potencijala baznih i diferencijala nebazpdija, kako

bi utvrdili da li je dobijeno bazno reSenje optimal

Za bazna polja @inamo: ¢j = u; +V;;
Za nebazna polja éanamo: A; = ¢; —U; —V;

Ciz=U; +vz= 0 =>u;= -15 A11=Ci1—U;—vi=50+15-40=25
Chr=U+vi=40 =>vy= 40 Ap=Cio—Uj—Vo,= 60 +15-20=55
Cpp=Uy + Vo= 20 =>V = 20 Azp =Cgzop—U3—Vp = 45+10-20=35
Ca=U+vz3= 15 =>w;= 15 A3z =Czz—U3—V3 = 20+10-15 =15
Cr=Uz+vi= 30 =>uz= -10 App=Cpp—Us—Vo= 40+ 5-20=25
Cyp=Us+vy=35 =>u=-5 Aiz=Ciz3—Us—Vvz= 25+ 5-15=15
U = 0
Kako je svakay; > 0,dobijeno reSenje je optimalno, i ono glasi:
0O 0 70
35 35 35
X =
70 0 O
35 0 O

Minimalnim troSkovima transporta iznodg(X,) = 5.950 n.j.
¢) USteda u odnosu nadaino reSenje iznosiAF(X) = F(Xo) - F(X;) =3.325 n.j.
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Zaklju¢ak. Prema optimalnom reSenju transportnog problemsvwamo da se iz prvog
skladiSta snabdeva te preduzée, iz drugog sva tri, a iz iteg i cetvrtog samo prvo
preduzée. Takae vidimo da se prvo predu#e snabdeva iz drugog, &eg i cetvrtog
skladiSta, drugo iz drugog a &eeiz prvog i drugog skladiSta. Ukoliko se ostvavakav
program snabdevanja troSko¥e biti minimalni i iznose 5.950 n.j., a uSteda k@
ostvaruje u odnosu na §ino bazno reSenje je 3.325 n.j. Bilo koji drugi ga se izabere
troSkovice biti veii.

d) ReSavanje zadatka poéooLINDO programskog paketa

MIN 50x11+60x12+40x21+20x22+15x23+30x31+45x32+20x33x41+40x42+25x43
SUBJECT TO

x11+x12+x13=70

x21+x22+x23=105

x31+x32+x33=70

X41+x42+x43=35

x11+x21+x31+x41=140

X12+x22+x32+x42=35

x13+x23+x33+x43=105

END

Postavka zadatka u radni prostor programa i dibigzultati prikazani su na slici 11-25.

BES
2}

Fle Edt Solve Reports Window Help

D@ HS &l=8lv

114+x124+x13=70

5221+3:22+x23=106
5231+x32+x33=70
5d1+3:d2+:43=35
5114321431 +x41-140
12+:22+x32+x42-35
51 3+223+x33+243-105
END

1% Reports Window [M=1E3]
a
LP OPTIMUM FOUND AT STEP 6 =]
OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1} 5950000

VARIABELE VALUE REDUCED COST

X1l 0.000000 25.000000

X1z 0.000000 55.000000

x21 35.000000 0.000000

X22 35.000000 0.000000

X23 35.000000 0000000

31 70.000000 ooo
X32 0.000000 35.000000

£33 0.000000 15.000000
141 35.000000 Q000!
H42 0.000000 25.000000
143 0.000000 16.000000
13 70.000000 0.000000
ROV  SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
23 0.000000 15.000000
3y 0.000000 0.000000
13 0.000000 10.000000
5% 0.000000 5.000000
6 0.000000 -40.000000
73 0.000000 -20.000000
8) 0.000000 -15.000000
NO. ITERATIONS= 6

Slika II-25. Postavka zadatka i dibijeni rezultzai TP

Primer 4.5.4. Kompanija AD “Tigar” u Pirotu poseduje tri linifga proizvodnju auto guma
L;, Lo i Ls i pet velikih skladiSta, odnosno distributivnihnt@ra D;, D,, D3, D4 i Ds.
Proizvodni kapaciteti su: 4.000; 5.000; 3.000 gutan/ respektivho. Mogmost plasmana,
u regionima koje pokrivaju distributivni centri,:j&.000; 1.500; 3.000; 3.500; 2.000
guma/dan, respektivno. Jedine cene prevoza (n.j/kom) izthe kompanije i
distributivnih centara SLL'1-D1=2, L,-Dy=4, Ll-D3:3, L;-D4=5, Ll'D5:3, L,-D,=4, L2-D2:2,
L2-D3:2, L2-D4:3, L2'D5:4, L3'D1:1, L3'D2:2, L3-D3:4, L3-D4:1, L3-D5:3. Potrebno je:
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a) napisati péetno reSenje koristedijagonalni metod (severozapadni ugao),
b) Mo-Di metodom resiti TP, tako da ukupni troSkovdiouminimalni,

c) odrediti uStede koje se postizu u odnosu ngpmw resSenje,

d) proveriti dobijeno reSenje koti8njem programa LINDO.

ReSenje.
a) Koris¢enjem metoda severozapadnog ugla, doSlo se d@tmmy reSenja
transportnog problema koje je prikazano u tabeli00.

Tabela II-100. Réetno reSenje TP — dijagonalni metod

Ponori D, D, D3 D, Ds
lzvori (2.000)| (1.500)| (3.000)| (3.500)] (2.000)
L (4.000) |7 2.00(4 1.50(3 5oc5 ’

L. (5.000) |* ? ’ 2.50(3 2.50(4
Ls (3000)|" ? ¢ = aE o

Ukoliko bi se ovakvo stanje zadrzalo ¢etni transportni troSkovi bi iznosiliF(Xq)=
2:2.000+41.500+3500+22.500+32.500+11.000+32.000= 31.000 n.j. Iz tabele 11-100. se
uctava da je dobijeno nedegenerisano reSenje odmiasse ispunila ravnoteza r = m+n-1.

b) Odredjivanje minimalnih troSkova
Sled€i korak je odrdivanje potencijala za bazna i diferencijala za zebgpolja:

Za bazna polja gunamo: ¢=u + Vv ;
Za nebazna polja ¢anamo:A; = G —U — v

Ci1=U +Vvg = 2 =>Vy = 2 A14=Ciys—Up —Vy = 5-0-4=1
Co=U+wv= 4 =>wn=14 A5 =Cis—U;— V5 = 3-0-6= -30=500
Ciz3=U; +V3= 3 =>V3= 3 Ay =Cp1—Up—Vy = 4+1-2= 3
Coz3=Uy +V3 = 2 =>u=-1 Ao =Cro—Up —Vp = 2+1-4= -1
Copu=Up +Vy = 3 =>v=4 Aos =Cps—Up —V5 = 4+1-6= -1
Cy=Uz+Vvy= 1 :>U3:'3 A3 =C31—U3—Vy = 1+3-2= 2
C3s = Uz +V5 = 3 =>V5= 6 Az =Cgzo—U3—Vp = 2+3-4=1

A3zz3=Cz—Uz3—Vs= 4+3-3= 4
U= 0

Potencijal koji se nagge javlja za bazna polja izjedfwva se sa nulom, a to je u naSem
sluéaju u;=0. Na osnovu téinjenice izr&unavaju se ostali potencijali za bazna polja. Zatim
se prelazi na iztainavanje diferencijala nebaznih polja po datoj falimDobili smo viSe
negativnih vrednosti za nebazna polja. Negativazultat diferencijala nebaznih polja
ukazuje da postoji bolji transportni program ukolige izvrSi nova preraspodela transporta
tj. uvede nova promenljiva u odgovar&gupolje. Najnegativnije nebazno poljesgs U to
polje stavljamo neoddeni broj +6. Za# se uzima manja vrednost tj. neatéri brojo
odreiujemo na osnovu izraza:

5004=0 => 6=500

Polje A5, tj. X35 Sada ulazi u bazu sa vredéiwd . Onda vrSimo preraspodelu transporta
preko +6 i - 6. Dodavanje i oduzimanj@ vrsi se sve dok se ne zatvori krug, kao 5to je
prikazano u tabeli 11-101.
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Tabela II-101. Preraspodela transpadrta

Ponori D, D, D3 D, Dsg
Izvori (2.000 ) (1.500) (3.000)| (3.500)| (2.000)
2 4 3 615 3 _+0
Li (400001 500 1.500 4 5o =
4 2 2| 6|3 4|4
2.500 %4 2.50(

1 2 4 1| +6 |3
Ly (3.000 ° %
3 ) 000 2.00¢

Nakon preraspodele transporta crta se nova makacasto je prikazano u tabeli 11-102.

L, (5.000)

Tabela 11-102. ReSenje nakon prve iteracije
Ponor D, D, D3 D4 Dsg
Izvori (2.000)|(1.500)| (3.000)| (3.500)| (2.000)
2 4 3 5 3

L. (4.000) 2.000  1.504 50(
4 2 2 3 4
3.00( 2.00(
1 2 4 1 3
1.50( 1.50(

L, (5.000)

Ly (3.000)

Transportni troSkovi posle prve iteracije iznos€X;)=2:2.000+41.500+3500+23.000+
3:2.000+11.500+31.500 = 29.500 n.j. Kako je i u ovim koraku reSengdegenerisano,
pristupa se odd#vanju potencijala baznih i diferencijala nebazpdija na poznat r&n.

Ci1=U +Vvg = 2 =>Vy = 2 A13=Ci3—U; —V3 = 3-0-0=3
Co=U+w= 4 =>wn=14 A14=Ciu—U—Vy = 5— 0-1=4
Cis=U +V5 = 3 =>V5; = 3 Ary=Cp—Up—V; = 4-2-2=0
Cpz=Up +tV3= 2 =>V= 0 Ao =Coo—Up —Vp = 2—-2-4=-46=1500
Cop=Up +Vy = 3 =>Up = 2 Aos=Cos—Up—V5 = 4 — 2-3=-1
Cy=Uz+vy= 1 =>vy=1 A31=C31—U3—V; = 1-0-2=-1
Cgs=Uz+vs= 3 =>u3=0 Azgpp=Czo —Uz3—Vo= 2—-0-4= -2

A3zz3=Czz—U3—V3=4-0-0= 4

U= 0

Nakon izr&unavanja diferencijala, dobili smo nekoliko negaifiv vrednosti za nebazna
polja. To nam ukazuje da postoje joS uvek bolps$gortni programi od trenutno dobijenog.
PoljeA ,, ulazi u bazu sa vrednas + 6. Ponovo vrSimo preraspodelu transporta preko +
i - 6, kao Sto je prikazano u tabeli I-103. Postupak@eavlja i za drugu iteraciju.

Tabela I1-103. Preraspodela transporta |

Ponori D, D, D3 D, Ds
lzvori (2.000)| (1.500)| (3.000)| (3.500)] (2.000)
L (4.000) | 2000 ¥ 1?0(3 ) > ;0%
L, (5.000)|* LI S 2?)0(4
Ly (3.000)|% 2 4 1 +f9 3y 1.‘;0(

81/102



Transportni problem

Nakon druge iteracije vrSi se preraspodela tramapbrcrta nova matrica, kao Sto je
prikazano u tabeli 11-104.

Tabela 11-104. ReSenje nakon druge iteracije

Ponori D, D, D3 D, Ds

Izvori (2.000)| (1.500) (3.000)| (3.500)] (2.000)
2 2 3 5 3

Ly (4.000) 2.00( 2.00(
7 2 2 3 7

L. (5.000) 1500  3.00( 504
1 2 7 1 3

Ly (3.000) -

Transportni troSkovi posle druge iteracije izndsgx,;)=2-2.000+32.000+21.500+23.000
+3500+13.000= 23.500 n.j. Posle druge iteracije dobijemodegenerisano reSenje tj. nije
ispunjen uslowr = m+n-1. Zbog toga se pristupa reSavanju problema tak{eJtotrebno
uzeti jedndinu za polje sa najnizom cenom transporta po jedipioizvoda, u nasem
sluéaju to je poljecs;, kako bi odredili sve potrebne potencijale i zadljl uslov. Prilikom
preraspodele transporta prekd +- 6, tj. dodavanjem i oduzimanjef potrebno je voditi
ratuna da pri zatvaranju konture obuhvatimo i polig koje smo proglasili za bazno. Sledi
ponavljanje postupka za odreanje potencijala baznih i diferencijala nebazpdtja.

Ci=U +vi= 2 =>u =-1 App=Cp—U -V, =4+1-2= 3
Cis=U +vs= 3 =>v;= 4 A13=Ciz3—Uj—V3 = 3+1-2=2
Co=U +Vp, = 2 =>V, = 2 A14:C14—U1—V4: 5+1-3= 3
Coz3=Uy +V3 = 2 =>V3 = 2 Ary=Co—Up—Vi = 4 — 0-3=1
Cu=U+vy= 3 =>v, =3 As=Cps —Ub—V5=4-0-4= 0
Cyuy=Uz+Vvy= 1 =>uz3=-2 A3pp=Czo —Uzg—Vp= 2+2 —2=2

A33:C33—U3—V3:4+2—2:4
U= 0 A35=Czs —Uz3 —V5 = 3+ 2-4=1
Cr=Uz+vi= 1 =>vy;= 3

Nakon izr&unavanja diferencijala, nismo dobili nijednu negati vrednost za nebazna
polja, tj. svakoAij >0. To nam ukazuje da je ovo, za date uslove, najtrapsportni
program, za koji se transportni troSkovi (funkcgja) 23.500 n.j. ReSenje prikazano u
matricnom obliku izgleda:

2000 O 0 0 2000

X=| 0 1500 3000 500 0
0 0 0 3000 O
c) UStede u odnosu na ¢eino reSenje
Ispostavilo se da je reSenje transporta, nakonediteggacije, i kon&o, bez obzira Sto

imamo degenerisano reSenje i nije ispunjen uslovjede=em+n—1. UStede koje su se
ostvarile u odnosu na petno reSenje sutF(X) = F(xg)-F(x;) = 31.000-23.500 = 7.50Q;.

Zaklju¢ak: Prema optimalnom reSenju transportnog problemiangidia se sa prve fabkie
linije snabdeva prvo i peto skladiSte odnosno itistivni centar, sa druge drugo, deei
cetvrto, a sa tree samodetvrto. Takde se iz tabele moze zakijti da se prvo skladiSte
snabdeva samo sa prve linije, drugo sa drugée Ba trée, cetvrto sa druge i tée, a peto
sa prve fabtike linije. Ukoliko se izabere bilo koji drugi putahsportni troSkovi ldie vefi.
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d) Optimalno reSenje transportnog problema reSavampveravamo kor&enjem
LINDO programskog paketa, kao 3to je prikazanolicals26.

'Funkcujs cilja je
12+3K134EX 144301644821+ 202242023+ 3K 2 4+ 4H 254N 21+ 2R3 244X I3+ X244+ 3H3S

11 23500 00

VALUE REDUCED COST
2000.000000 0 0aooon

2000.000000 0. oopouo
.000000 1 000000

133 § 000000
%34 0 000000
£3g 1000000
ROW  SLACK OR SURPLUS DUAL BRICES
2 a.000000 1. 000000
4 1. 0

5) 1.000000 -3.000000
] 2. ? -

] 1.000000 _3 ooooon
3) 0 000000 -1 O0DOOD

”SIlka 11-26. Poétavka zadatka i dibijeni rezultatLINDO programu

4.6. Maksimalna vrednost funkcije kriterijuma

Transportni problem je formulisan kao problem minima, odnosno kao problem
u kome se traZi reSenje kaje obezbediti da funkcija kriterijuma uzme minimalnu
vrednost. Funkcija kriterijuma u transportnom pewbl najeXe ozngava ukupne
transportne troSkove, pa je bilo 18go traZiti njenu minimalnu vrednost. Mogu
je, medutim, formulisati transportni problem u koéeese traZziti takvo reSenje koje
¢e obezbediti da funkcija kriterijuma dostigne svajaksimalnu vrednost. U tim
zadacima ekonomsko ztemje koeficijenatar; iz funkcije kriterijuma je takvo da
je logiéno traziti maksimalnu vrednost funkcije.

Nema velike razlike u postrupku reSavanja problemaimuma, odnosno
maksimuma. Matematki modeli su isti. Razlike postoje pri pronalaZepptetnog
reSenja i u kriterijumu za ocenu optimalnosti, cshmizbora promenljive kojée
uéi u naredno reSenje.
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Kod pronalazenja getnog resenja:

» Kod dijagonalnog metodane menja se niSta u postupku pronalaZenja
pocetnog reSenja. Uostalom, taj metod i ne vodiuna o Kkriterijumu
optimalnosti, pate paetno reSenje biti isto, bez obzira koju vrednost
funkcije trazimo.

* Menja se kriterijum za pronalaZenje ¢ptnog reSenja pometodu
jediniénih  koeficijenata. Kod traZzenja minimalne vrednosti funkcije
kriterijuma, ovaj metod polazi odajmanjih koeficijenatec; u matrici
troSkova. Posto je izmenjeno ekonomskocenge koeficijenata;, menja
se i ovaj kriterijum. Sada getno reSenje pronalazimo polézed najve’ih
koeficijenatacj, pa prednost u transportu dajemo tim relacijama.

* Kod Vogel-ovog aproksimativhog metodaima razlike u postupku
pronalazenja petnog reSenja. Za probleme u kojima se traZzi miliea
vrednost funkcije runamo razlike izm#éu dva najmanja koeficijents;,
pa prednost dajemo redu ili koloni kojima odgovaaveta razlika. U
problemima u kojima trazimo maksimalnu vrednostkfiije kriterijuma
trazimo najvée razlike izméu dva najvéa koeficijentac;, pa prednost
dajemo redu ili koloni sa najgem razlikom.

Nema nikakvih promena u postupku ativanjaoptimalnog reSenjaza probleme
maksimuma u odnosu na postupak koji se koristigkathlema minimuma. Dualha
promenljivaA j, koju odreiujemo pomou relacije:

A = ¢ — (Ui + vy) (29)
i ovde ima dvojaku ulogu: sluZi kao kriterijum zeeou optimalnosti prodanog
reSenja i kao kriterijum za izbor promenljive kaikazi u naredno ba#o reSenje.
Za probleme u kojima se traZi maksimalna vrednaskdije kriterijuma prondeno
je optimalno reSenje samo ako su sve dualne prginenl;<0. Takate, u naredno
reSenje ulazi promenljiva; kojoj odgovara najuw& pozitivna vrednost dualne
promenljiveA;.

Primer 4.6.1. Cetiri fabrike §,, F, F; i F,) proizvode robuA i mogu isporditi
potroS&ima sledée koligine: F; 90, F, 90, F; 100 i F4 80 jedinica. Potrogama su
potrebne sled® koli¢cine robeA: potros&u P, 120, P, 40, P; 60 i potro3au P, 140
jedinica. Ukoliko se plkeanje robe izvrSi odmah, proizgati su potroS&ima ponudili
odreiene popuste u ceni, Sto se moze videti iz tabel®3l

Tabela II-105. Procenti popusta u ceni

Fi 9 12 13 18
F, 6 10 8 14
Fs 12 10 15 16
Fs 10 15 12 14

Potrosai su prihvatili da robu plate odmabh i Zele da saatine plan snabdevanja roboi
koji ¢e im obezbediti maksimalni ukupni popust u ceni.
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ReSenje:Paetno reSenje prikazano u tabeli 11-106, prderao je poméu metoda najueg
koeficijentac; u transportnoj tabeli. Najé¢ekoeficijent u tabeli jec;4 = 18, pa je vrednost
promenljivex;4 = 90. Ispordena je celokupna ponuda fabrikg pa iz daljeg razmatranja
isklju¢ujemo prvi red. U preostalom delu tabele néijeeficijent jecs, = 16, a vrednost
promenljive jexs, = 50. Podmirene su ukupne potrebe potfa3a,. Isklju¢ujemo éetvrtu
kolonu iz daljeg razmatranja i nastavlamo sa ddEnjem vrednosti preostalih
promenljivih. To su najpre, za koeficijentgs = ¢4 = 15, promenljivexss = 50 i X4, = 40.
Sada iz razmatranja treba isKiii tre¢i red i drugu kolonu. U preostalom delu tabele
najveti koeficijent jecys = 12, pa je vrednost promenljivgs = 10. Posto iz razmatranja
isklju¢imo i trefu kolonu, ostaju neizmirene samo potrebe poti@Pa, pa je lako odrediti
vrednost preostalih promenljivikz; = 90 ixy; = 30.

Tabela 11-106. Pgetno reSenje dobijeno metodom néjliekoeficijenata

PS R P, Ps P,
0S [360=360] 120 40 60 140
F S E 12 13 18 o
5 %0 |6 o 10 8 14

Fa 100 |22 10 15 N 16 o
E, e |10 " 15 N 12 . 14

Iznos funkcije kriterijuma, za bazno reSenje, datd metodom najééh koeficijenata, je:
maxF(x) = 4.730 n.j.
ReSenje je nedegenerisano, pa je lako, gomelacije:
Cj = U +V; @4.61)
izraéunati dualne promenljive; i vi. Vrednosti ovih promenljivih upisane su u posledaf
i poslednju kolonu tabele 11-107. Odredili smo ednost dualnih promenljivily;. Obzirom

na kriterijum optimalnosti, pozitivan uticaj na dreost funkcije kriterijuma imaju samo
promenljiveA;>0, pa su u tabeli 11-107 upisane pozitivne vredrmsh,, = 5 i A= 1.

Tabela 11-107. Retno reSenje dobijeno metodom ndjlekoeficijenata

PS R P, P, P, "

0S [360=360] 120 40 60 140 |
9 12 13

F. 90 ool ©
(6 46 |10 8 14716

F, 90 9% e -9
12 10 15) +6 [(16) v

Fs 100 L‘ o 50| 2
0Y+0 2y -6 |14

Fa 80 C‘ 30 © 40 @) 10| +1 o

v, 15 20 17 18

Baziino reSenje iz tabele 11-107 nije optimalno. Ndjvepozitivnu vrednost ima dualna
promenljivaA,4 = 5, paée promenljivax,4 u narednoj iteraciji imati pozitivnu vrednost 10.
Potrebne promene reSenja naame su, takie, u tabeli 11-107. Novo bazo reSenje
nalazi se u tabeli 11-108.
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Tabela 11-108. Bazio reSenje nakon prve iteracije

PS R, P, Py P, "

0S |360=360] 120 40 60 |~ 140 |

. o0 |9 12 13 19 ol ©
(6) -6 |10 8 19 +6

F, 90 . > 10| 4
12 +6 || 10 (1 18 |6

Fa 100 |54 € 60 3 a0 2

12 14

Fa 80 @ 40 @ 40 0

v; 10 15 17 18

Funkcija kriterijuma za ovo reSenje ima vrednost8. n.j. | ovo reSenje nije optimalno
zato 8to postoji promenljiva 3; = 4 > 0. U naredno reSenje ulazi promenljigai dobija
vrednost 40. Potrebne promene reSenja ri@neasu, takde, u tabeli 11-108. Novo ba#io
reSenje prondeno je u tabeli 11-109.

Tabela 11-109. Baziho reSenje nakon druge iteracije — prvo optimalasenje

PS R P, P, P [,

OS | 360=360| 120 40 60 140 |

F, 0 |° 12 13 (18 0| 0
6 10 8 14

SR Ol @ _ |
12 10 15 16

Fs 00 [22 20 Q - 2
12 14

Fa 80 @ 40 @ 40 0

Y 10 15 13 18

Baziino reSenje iz tabele 11-109. je optimalno reSerjae ga promenljivex;,=90, x,;=40,
%24=50, X31=40, X35=60, X41= 40, X4,=40. Vrednost funkcije kriterijuma, koja ozfeva
najveti moguwi ukupni popust u ceni, iznosi: md(x) = 4940 n.j. Posto je promenljiva
A13=0, postoji jos jedno optimalno reSenje, sa istoedmogu funkcije kriterijuma, koje je
prikazano u tabeli 11-111.

Tabela II-110. Tea iteracija — nakon prvog optimalnog reSenja

PS R P, Ps3 P, u

OS | 360=360 120 40 60 140 :
9 12 13 +6 (1 0

Fi 90 90 0
6) 0 |10 8 14| +6

A OX) CE

F, | 100 [@2)]8 |10 (19] o |16 2

&0 y 60
12 14

Al o |[©,® 0

Vi 10 15 13 18
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Tabela II-111. Bazno reSenje nakon tfe iteracije — drugo optimalno reSenje
PS R P, P P,
OS | 360=360 120 40 60 140

F, | o0 |° 12 (23) 40® ol 0
e | o |° 10 8 @ NE
P | 100 () ol ° O E 2

1

U;

Fa 80

@ 12 14 0
40 40

0 15 13 18

IzvrSena je provera rezultata préwaa, za ovaj primer, porio programa LINDO. Nakon
15 iteracija prondeno je optimalno reSenje koje je prikazano na Hli2i7. Zapazamo da je
program pronaSaarugo optimalno reSenje koje je dobijeno i an&ktm postupkom

pomdiu metoda potencijala.

5 LINDO fE®

File Edit Solve Reports Window Help

A= = 18] 0| Flm| EEw 2l

Vi

IFunkcuja oilja js -~
MAX9X11+12K12%13H13+18E1446H21+10K22+8H23+14X24+ =
12131+10H32+15K33+16034+10X41+15X42+12743+14144 =
SUBJECT TO

|Ogranicenja su

H11+E12+H13+X14=90

H21+1022+023+124=90

H31+E32+4334K34=100

H41+E42+H43+K44=80

H11+X21+H314X41=120

X12+X22+032+042=40

H13+E23+H33+X43=60

H14+E74+H344K44=140

< | >

2% Reports Window

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 15
OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) 4940 000

VARIAELE VALUE REDUCED COST
poki 0.000000 1.000000
ok 0.000000 3.000000
X13 40.000000 0.000000
T4 S0.000000 0.000000
121 0.000000 0.000000
xz2 0.000000 1.000000
X223 0.000000 1.000000
iz24 90.000000 0.000000
pigchl &0.000000 0.000000
X3z 0.000000 7.000000
X33 20.000000 0.000000
T34 0.000000 4.000000
T4l 40.000000 0.000000
H4z2 40.000000 0000000
q43 0.000000 1.000000
T4 0.000000 4.000000
RO SLACKE OR SURPLUS DUAL PRICES
2) 0.000000 —2.000000
3) 0.000000 —6.000000
4) 0.000000 0.000000
5) 0.000000 —2.000000
3] 0.000000 1z.000000
7) 0.000000 17.000000
g) 0.000000 15.000000
) 0.oo0ooo 20.000000

Slika II-27. Postavka zadatka i reSenje transpogtpooblema u LINDO programu
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7. Metod rasporalivanja (asignacije)

Problemi rasporivanja ili, kako se ¢esto nazivaju problemi asignacije,
predstavljaju specijalan slaj transportnog problema. Sustina problema je wetom
da se na optimalan &a rasporedn ljudi za obavljanjen poslova, tako da funkcija
kriterijuma dostigne optimalnu vrednost.

Pri tome se polazi od sletky:

a) jedan posao moZe biti dodeljen samo jedriamveku i jedantovek moze
primiti samo jedan posao,

b) poznata je efikasnosttog izvitioca naj-toj aktivnosti (svi izvrSioci nisu
podjednako efikasni za obavljanje pojedinih posjova

Efikasnost radnika za obavljanje pojedinih poslowaZze se meriti na razlte
natine. Ona moZe biti iskazana vremenom (satima) potne svakom radniku za
izvrSenje svih poslova, p& optimalna raspodela ljudi na poslove podrazunievat
izvrSenje svih poslova za najkemoguée vreme.

Efikasnost moZe biti iskazana i kiihom proizvodnje svakog radnika na
pojedinim poslovima, pae optimalni raspored podrazumevati izvrSenje svih
poslova uz maksimalnu proizvedenu Kiiu.

U probleme koji se mogu reSavati metodom raspeaeja dolazi i raspored
masina za obavljanje pojedinih poslova, prijem kdath na konkursu, najkiia
ukupni putevi, najnizi ukupni troSkovi, najsielohodak i drugo.

Kako se radi o specijainom ghju transportnog problema, problemi
raspordivanja se mogu reSavati i transportnim metodamempleks metodom.
Medutim, struktura ovih problema i neke njihove kagaldtike omogtile su da se
formuliSe poseban algoritam za njihovo reSavanjeMWH Kuhn je 1955. razvio
jedan postupak za reSavanje problema radp@meja i nazvao gamadarskim
metodom“. Ovaj metod za reSavanje problema rasfivemja koristi njegov
dualni problem.

Formiranje matematkog modela i izlaganje ndarskog metoda ilustrovano je na
primeru.

7.1. Opsti model

OpSsti model asignacije objagemo kroz primer gde pet radnika treba da izvrSe pet
razlicitih poslova. Svaki od pet radnika zna da izvr&@ peoslove, ali istovremeno
moZe da radi samo jedan posao. R#alije individualna efikasnost ovih radnika
za obavljanje pojedinih poslova i ona je izraZersatima rada, a data je u tabeli II-
117. Raspodelu poslova na radnike treba izvr&i da ukupno vreme izvrSenja
svih poslova bude najkie.
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Tabela 11-117. Efikasnost radnika za obavljanjequbpih poslova

- Poslovi
Radnici =) =) =) P P
R, 14 9 12 8 16
R, 8 7 9 9 14
R; 9 11 10 10 12
R, 10 8 8 6 14
Rs 11 9 10 7 13

Nije poznato kojice posao raditi svaki radnik, pa se oznéti sa:

x; - I-ti radnik koji ¢e raditij-ti posao,

cj - vreme potrebnétom radniku za obavljanjetog posla.
Posto jedan radnik moZe raditi samo jedan posanpta biti:

x; =1 akai-ti radnik dobijej-ti posao,

X;=0 u protivnom skrju (akoi-ti radnik ne dobije posao).
Uzmimo jo$ da, u opStem ghju, imamon radnika ( = 1,... ,n) i n poslova | =
1,2,... n). Sada moZemo formirati opSti model problema rastieagja.

Potrebno je proréa minimalnu vrednost funkcije kriterijuma, kao §®prikazano
formulom (71):

F(O=>> 60 (7.1.1)

i=1 j=1
uz sledéa ograntenja:
« uslov da jedan radnik moze da obavlja samo jedaa@@a zbir u svakom
redu moze biti samo 1, kao Sto je prikazano formmu(@.1.2).

n
D % =1, i=1,2,3,.n (7.1.2)
j=1

» uslov da jedan posao moze biti dodeljen jednomikagipa zbir u svakoj
koloni, takate, moZe biti samo 1, kao Sto je prikazano formu(@8).

D % =1, j=1.2,.n. (7.1.3)
i=1

« Promenljive mogu uzimati samo vrednosj=1 akoi-ti radnik dobijej-ti
posao ;=0 u protivnom sliiaju (akoi-ti radnik ne dobije posao), kao 5to
je prikazano formulom (74).

X :{;} (7.1.4)

Relacijama (6.0.1) do (6.0.4) formulisan je opStidel problema raspat&anja.
Ocigledno da je problem ekvivalentan transportnombfmmu u kome svako
ishodiSte raspolaze samo jednom jedinicom proizveaatransport, a potrebe
odrediSta, takie, iznose po jednu jedinicu proizvoda, tj.
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a=b=1 za svakoi svakoj.
Postoje, méutim, i druge razlike izmi# ova dva modela:

- matrica koeficijenatec; u problemu rasporedivanja mora biti kvadratna, tj.
mora da imdn redova in kolona,

- promenljive u problemu raspaiganja mogu uzimati ili vrednost jedan ili
vrednost nula,

- problem raspor#vanja ima svojstvo da je svako njegovo kapi mogue
reSenje degenerisano jer ima samteazicnih promenljivinx; = 1 .

Problem rasportivanja je po formi linearni model, pa se i za njegaze formirati
odgovarajdi dualni model. Njegov dualni model moZzemo formatisna sledé
nain:

Potrebno je prorta maksimalnu vrednost funkcije kriterijuma, kao fqrikazano
formulom (7.1.5):

n n
G=>u+> v (7.1.5)
i=1 j=1
uz ogranéenja koja su prikazana formulom (76):
Ui +V; <Cj, ,j=1,2,3,..,n (7.1.6)

7.2. ReSavanje problema raspoidivanja

Madarski metod, koji se koristi za reSavanje probleaspordivanja, temelji se na
teoremi o brojunezavisnih nulau matrici. Pojam nezavisnih nula u matrici
odreiujemo na sled@ natin. Ako u matrici odaberemo nulu tako da svakonured
ili koloni, pripadne najviSe po jedna takva nulada odabrane nule nazivamo
nezavisnim nulama.

Teorema o0 broju nezavisnih nula u matrici tviélko se u nekoj matrici nalaze i
nule, onda je maksimalan broj nezavisnih nula, koge mogu méu njima
odabrati, jednak minimalnom broju linija koje pokvaju sve nule

Ova teorema omogava da se problem raspédieanja moze formulisati i na
sledéi natin: U matrici iz tabele 1I-117. treba odrediti petzavisnih nula tako da
zbir odgovarajtih elemenata bude minimalan. Naravno, nezavisne mdZzemo

odrediti posto transformiSemo elemente matricbeélall117.

Transformacija matrice koeficijenatg zasniva se na sletlem stavu:Optimalno
reSenje problema raspo#vanja ne‘e se promeniti ako svakom elementu jednog
reda, odnosno jedne kolone, matrice oduzmemo @ddmo) jedan isti broj.

Na osnovu prethodnog stava, uvek se moZe izvrsikiva transformacija
koeficijenatac; kojom ¢e se obezbediti da matrica u svakom redu i svaslgnk
sadrZi najmanje po jednu nulu. Time su stvorenovista primenu maarskog
metoda.
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7.2.1. Minimalna vrednost funkcije kriterijuma
7.2.1.1. Kvadratna matrica koeficijenata

U pomenutom primeru potrebno je préngakvo reSenje kojée obezbediti da
funkcija kriterijuma postigne svoju minimalnu vrexst. Pet je poslova i pet
radnika, Sto zna da je matrica koeficijenata; kvadratna. Postupak reSavanja
problema mdarskim metodom odvija se u okviru nekoliko korakanoze se
opisati na sled# nacin:
Korak 1. U ovom koraku vrSi se transformacija koeficijenatatrice efikasnosti
radnika,c;, u nove koeficijentec; , pri cemu je:

Ci=¢G—-U-—-Vv (721)
Transformacija se vrSi tako Sto se u svakom reddriceaodabere najmaniji
koeficijent

U, =min G, = 1,2, ..n (7.2.2)

i
i oduzme od svih elemenata odgovaéagireda. Zatim se u novoj matrici prdea
najmaniji element u svakoj koloni:

v,=min(c, -u). =12, ..n (7.2.3)

pa se oduzme od svih elemenata kolone. Posle oaitsformacija, svaki red i
svaka kolona matrice koeficijenata mora imati najmanje po jednu nulu.

U naSem primeru, u tabeli 1I-117, najmanji elemg@uatiredovima su:
u=8 W=7, W=9, uwu=6, UuU=7.
Posle izvrSenih oduzimanja, dobijamo matricu kejafikazana u tabeli 11-118.

Tabela 11-118. Transformacija @etnih koeficijenata;c- po redovima

6 1 4 0 8
1 0 2 2 I
0 2 1 1 3
4 2 2 0 8
4 2 3 0 6

U matrici iz tabele 11-118 tii& i peta kolona nemaju nule, pa atiremo najmanje
elemente po kolonama. To su:

vi=0, w=0, w=1, v=0, wv=3.

Nakon njihovog oduzimanja po kolonama, dobijammgfarmisanu matricu koja
je prikazana u tabeli 11-119. Ova matrica sadrZi jpp& jednu nulu u svakom redu i
svakoj koloni.
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Tabela 11-119. Transformacija getnih koeficijenata;c- po kolonama

6 1 3 (0) 5
1 (0) 1 2 4
(0 2 s 1 0
~4 2 1 B 5
4 2 2 0 3

Korak 2. U ovom koraku odrdujemo nezavisne nule u matrici. Polazimo od reda
u kome je samo jedna nula. Prvi red ima samo jedrnu. Zaokruzivanjentemo
ozn&iti da je nezavisha. Wetvrtoj koloni postoje jo$ dve nule. One moraju bit
zavisne, pa ih precrtavamo.

| drugi red ima samo jednu nulu (u drugoj kolorkpju ¢emo proglasiti za
nezavisnu i zaokruzujemo je. U drugoj koloni nenigewnula, pa prelazimo na
naredni red sa jednom nulom. PoSto nema takvog wdacemo jednu nulu iz
treceg reda proglasiti za nezavisnu. Proizvoljno ddjemo da je nula iz prve
kolone tréeg reda nezavisna, pa nju taokruZzujemo, a ostdéetalbiti zavisne, pa
njih precrtavamo.

Kada je broj nezavisnih nula jednak broju redowlmasno broju kolona, dano je
optimalno reSenje. Mesta nezavisnih nula ddpe promenljivecija je vrednost
jedan. U naSem primeru nemamo pet nezavisnih Stdazngi da nije nd@eno
optimalno reSenje i da postupak treba nastaviti.

Korak 3. U ovom koraku vr§imo novu transformaciju koeficgéa matrice. Zato
odretujemo minimalni broj linija koje&e pokriti sve nule u matrici. Transformacija
se zatim vrSi tako Sto se najmanji nepokriveni eeat oduzme od svih
nepokrivenih elementa, a doda svim elementimalkbg na preseku dveju linija.

Za odrdivanje sistema linija kojimée se pokriti sve nule u matrici treba koristiti
sledéi postupak:
a) oznae se svi redovi koji nemaju nezavisnu nulu,
b) zatim se precrtaju sve kolone koje imaju nule uadenim redovima,
c) oznae se redovi koji imaju nezavisnu nulu u precrtakotonama,
d) postupci pod b) i ¢) ponavljaju se dokle god jenmgLte,
e) nakraju se precrtaju svi neozeai redovi.
Opisani postupak je korektnoden u sledéem sl¢aju:
- po zavrSenom postupku sve nule u matrici morajipbécrtane,
- broj linija kojima su sve nule precrtane jednakieju nezavisnih nula,
- nezavisna nula ne sme se&ina preseku linija, i
- svaka linija sme prolaziti samo kroz jednu nezavisalu.
Za matricu iz tabele 11-119 moZerno konstruisattesin linija pokrivanja na sleéie

nasin: Cetvrti i peti red nemaju nezavisne nule,éeano ih oznaiti strelicom (crna
strelica). Ozné&eni redovi imaju zavisne nule tetvrtoj koloni, pa smo precrtali
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¢etvrtu kolonu (crvena isprekidana linija).ddtvrtoj koloni je precrtana nezavisna
nula iz prvog reda. Zato ozfmvamo i prvi red (crvena strelica). U prvom redu
nema viSe zavisnih nula, pa je postupak ¢awmanja redova i precrtavanja kolona
zavrSen. Precrtavamo neozeae drugi i tréi red. Dobijeni rezultat je prikazan u

tabeli 11-120.

Tabela 11-120. Precrtavanje redeva, i kolona u pritejaciji

— 6 EN 3 g 5
— - T e 1 — 27 T A
— 9 - 2 4 —0— |— 2+ +— S0 —

— 4 2 1 01 5

— 4 2 2 -0 | 3

Sada odréujemo najmanji nepokriveni elemenat u tabeli [I-120 je elemenat
2= cie= 1. Kada oduzmemo 1 od svakog neprecrtanog elamiedbdamo 1
svakom elementu na preseku linija, dobijamo novtrima kao 5to je prikazano u
tabeli 11-121.

Tabela 11-121. Transformisana matrica nakowepiteracije

5 o 2 ) 4
1 @) 1 ~4 4
(o) 2 _0 2 _0-
3 1 (o) 0 4
3 1 1 g 2

Korak 4. Ovaj korak sastoji se u ponavljanju koraka 2 i X ¢d&@ ne dobije
optimalno reSenje. Prema tome, vrSimo kategorizazija iz tabele 11-121.

Drugi red ima samo jednu nulu i ona je nezavisrdetltoga je nula u prvom redu

i drugoj koloni zavisna, i nju zaokruZujemo. Saéaljprvom redu ostala joS jedna
nula, patemo je proglasiti za nezavisnu, pa hju precrtavadsnprvom redu ima jos
jedna nula. To je nula iZetvrte kolone i nju proglaS8avamo za nezavisnu i
zaokruzujemo je. Tée zahtevati da nule &etvrtom i petom reddetvrte kolone
budu zavisne, pa njih precrtavamogétvrtom redu preostala je jo$ jedna nula iz
trece kolone. Ona je nezavisna, a nula wdne redu i tréoj koloni je zavisha.
Postoje neozrigne nule joS u téern redu. Nulu iz prve kolone biramo za
nezavisnu, pa je nula iz pete kolone zavisna. Nemavnule zaokruZujemo, a
zavisne precrtavamo.

U tabeli 11-121 nije prondeno optimalno reSenje jer postoje saketiri nezavisne
nule, pa se postupak nastavlja ponavljanjem kofakad4. Potrebno je odrediti
sistem linija kojimée se pokriti sve nule u tabeli 11-121.

Peti red nema nezavisne nule i on je ¢ena(crna strelica). U oztienom redu
pronalazimo zavisnu nulu. To je nuladetvrte kolone, pa smo precrt&itvrtu
kolonu (crvena isprekidana linija). Sada jeatvrtoj koloni precrtana i nezavisna
nula iz prvog reda, pa oztevamo i prvi red (crvena strelica). Potom se, u
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oznaenom prvom redu, precrtava druga kolona jer imasmavnulu u prvom redu.
Opet je precrtana i nezavisna nula iz drugog redazngavamo drugi red (crvena
strelica). Time je postupak ozfsvanja i precrtavanja zavrSen. Ostaje da precrtarno
sve neozn&ne redove. Tako smo konstruisali sistem linijagesanja, kao Sto je
prikazano u tabeli ii-122.

Tabela 11-122. Precrtavanje redova i kolona u drpgeraciji

— 5 -0 | 2 (0 | 4

—> 1 (0 | 1 3 4
— 1 2 1l _0__ 2 11 _0__
3 | 1] (o) [ o1 [ _4__

— 3 1 | T o | 2

Najmanji nepokriveni elemenat u tabeli 11-122, §&= c»= cs:= 1. Kada 1
oduzmemo od svakog neprecrtanog elementa i dodamsvgkom elementu na
preseku linija, dobijamo tabelu 11-123.

Tabela 11-123. Transformisana matrica nakon druiggdcije

4 0 1 _0 3
©) > _0 3 3
_9 3 _9 3 (9)
3 2 (0) P 4
2 1 o 0 1

Odreiujemo nezavisne nule u tabeli 11-123.dgtvrtom redu postoji samo jedna
nula i ona jenezavisna, pa nju zaokruZujemo. Usled toga, sve trdle kolone
moraju biti zavisne i one su precrtane. Sada pdtima samo jednu nuludetvrtoj
koloni i ona je nezavisna. Zate nula iz prvog redéetvrte kolone biti zavisna, pa
sada i prvi red ima jednu nulu, koju proglaSavammezavisnu. Zbog toga je nula
u drugom redu druge kolone zavisna. U drugom resfial@ je neozri@na nula iz
prve kolone, pa je proglaSavamo za nezavisnu. Rwétotamo nulu iz tkeg reda
prve kolone, ostaje poslednja nula u petoj koloetielg reda, koju proglaSavamo za
nezavisnu.

Dobili smo pet nezavisnih nula, Sto Zhda je reSenje iz tabele 11-123 optimalno.
Optimalno reSenje gmjavaju sledée prornenljive:

X2=1 Xn1=1 Xgs=1 Xez3=1 Xeu=1

Optimalno reSenje je predstavljeno u matrici seapaim parametrima, i izgleda
kao Sto je prikazano u tabeli 1I-124.
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Tabela II-124. Optimalni raspored rakim

- Poslovi
Radnici =) =) P = Pe

R 14 9 12 8 16

1 0 1 0 0 0
R 8 7 9 9 14

2 1 0 0 0 0
R 9 11 10 10 12

s 0 0 0 0 1
R 10 8 8 6 14

4 0 0 1 0 0
R 11 9 10 7 13

s 0 0 0 1 0

Minimalna vrednost funkcije kriterijuma iznosi:
F(X) = 9+8+12+8+7= 44 sati.
Optimalno reSenje moZe se objasniti na sledatin:

Radnik R; dobite posadP,, radnik Ry posaoP, radnik Rz posaoPs, radnik Ry
posaoP; i radnik Rs posaoP,. Oni ¢e sve poslove obaviti za 44 sata rada i to je
najmaniji broj sati za obavljanje svih poslova.

ReSavanje problema raspdiranja (asignacije) moZe se uraditi i odgovategu
softverskim paketima. Predhodni primer koji je dea analittkim putem,
izratunat je i korisenjem LINDO programa. Postavka zadatka prikazama jglici
[1-36, a rezultat je prikazan na slici 11-37.

File Edit Solkve Reports Window Help

ngzlEal el o mRaB 2ED 2

3% <untitled>

IFUNKCTTA CILJA JE:

HIN 14X11+59H12+412K13+8E 4+ 16K15+820+7E2 249023+ H24+1 4225+
SEEI+ LI+ 10K 3+ 1034+ 1 2035+ 04 I+0E4 2484 3+6H44+14E45+
1145149524 10HE247HS 4+ 13EGE

SUBJECT T

IOGRANICENA ST

11401240 L3401 4815=1

4214022402 340244202621

H31+H32+H33+H34+E35=1
HA1+H42+H43+HAd+E45=1
HE1+HEZ+HE 3+ HE4+EEE=1

N11+H21+H31+%41+151=1
M124M22+%3 2404240521
ML3+A23 4032404 3445351
M14+X24+K344R244E54=1
H1S+X2E+EIEFNAE+ESE=1
JEuo 7

Slika 36. Postavka zadatka
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Elle Edit Solve Reports Window Help

Dles|=lale elv@er=(a] ol FlaE BlEw 2kl

i¥ Reports Window

CEJECTIVE FUNCTION ¥aLUE

LB OFTIMUH FOURD AT STEP

1 44 00000
YARIABLE YALUE
11 0 ooopon
X1z 1. ooocoo
X1z 0.oooooo
A4 0.ooooon
XS 0.o00a0an
A2l 1.000000
Haz 0. ooooan
X2z 0.ooogoo
Hz24 0.oooooo
Xz5 0.oooooo
A3l 0.ooooon
iz 0.o0o0an
A33 0 oopopoo
H34 0.oooooo
X3g 1.pooooo
a1 0.oooooo
Haz 0.o0o0o0ao
K4z 1.000000
Haa 0.00o0an
45 0 ooopon
51 0.oooooo
x5z 0.oooooo
A53 0.ooooon
XS4 1.000000
5L 0.oooopon
ROW  SLACK OR SURPLUS
ES] 0.ooogoo
3 0.ooooon
4) 0.o00o0an
EY 0 oopopon
6 0.oooooo
ED] 0.oooooo
g 0.oooooo
ED] 0. oo0o0ao
103 0.oooopon
11; 0. 00o0an
HO. ITERATIONS= 15

15

REDUCED COST
00000
Soooood
aopood
aoooog
.aanand
nooooog
.aooood
aopoog
~oooood
oooood
noooog
.a00aonq
oooooo
.oooood
aopood
ooooog
.oonaog
noooog
.aooand
00000
.oooood
oopood
ooooog
.aanang
oooooo

D R R LD DO R D L0 e LD G L D D R D

DU4L PRICES
-1 ooooon
1 00poog
0.000000

1 000000
0.ooooog
=59 00poon
-8 noooog
-3 . 0o0oon
=7 000004
—-12 000004

Slika 37. Rezultat zadatka

7.2.1.2. Nekvadratna matrica koeficijenata

Pokazéemo na jednom primeru kako se reSavaju problenporativanja u
kojima broj redova nije jednak broju kolona. U pijta je jedno transportno
preduzée ima u jednom trenutku 4 slobodna kamiona. Kammminalaze u
garazamaG,, G,, G i Gy, koje su u raztiitim mestima. Potrebno je uputiti po
jedan kamion na pet ragliih utovarnin mestaM;, M,, M3, M, i Ms. Rastojanja
garaza od utovarnih mesta su réi. Tabela 11-125 sadrZi podatke o rastojanjima
(cj) izmeiu utovarnih mesta i garaza.

Potrebno je odrediti iz kojih garaZa i na koja @ima mesta treba, uputiti kamione,
pa da préeni put svih kamiona bude najmanji, kao i koje afo mesto nee
dobiti kamion.
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Tabela 11-125. Rastojanja garaza od utovarnih mesta

Utovarna Garaze
mesta G; G, G Gy
M 12 11 12 13
M, 9 16 10 13
M 11 10 9 10
M, 15 13 12 13
Ms 11 14 11 15

Problem reSavamo tako Stemo proSiriti matricu iz tabele 11-125 sa joS jedno
kolonom, tj. nepostof@m garazomgija je udaljenost od svih utovarnih mesta
jednaka nuli. Na taj rén dobijamo kvadratnu matricu, pa problem reSavarao
poznati ndin. Nova, proSirena matrica je data u tabeli 11-126

Tabela 11-126. ProSirena p@tna matrica

12 11 12 13 0
9 16 10 13 0
11 10 9 10 0
15 13 12 13 0
11 14 11 15 0

ProSirenjem matrice novom kolonom, u svakom redtriogavet imamo po jednu
nulu. Zato transformaciju koeficijenatg; nastavljamo po kolonama. Posto
odredimo najmanje koeficijente po kolonama i oduzrméh od ostalih, dobijamo
tabelu 11-127.

Tabela 11-127. Precrtavanje redova i kolona u pritejaciji

— 3 1 3 3 (0)

—+ ) —6——|—1 | 3 | a1

—+ 2 1 {0 |—a | e A

—> 6 3 3 3 7
2 4 2 5 0

U tabeli 11-127 izvrSena je i kategorizacija nutako je broj nezavisnih nula maniji
od pet, odréen je i sistem linija kojima su prekrivene sve nulmatrici. Najmanji
neprecrtani elemenat je.= 1. Kada ga oduzmemo od neprecrtanih elemenata i
dodamo elementima na preseku linija, dobijamo wstkao Sto je prikazano u
tabeli 11-128.

Tabela 11-128. Precrtavanje redova i kolona u drjigeraciji

Tz 1 /oy Tz T 2 T A
) e 1= [ & =+
+ =2 —{ —o— = + = —
— 5 2 2 2 (0 |
— 1 3 1 4 /6|
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Jo§ uvek nije prorigeno optimalno reSenje. Oden je sistem linija kojima su
precrtane sve nule u tabeli [I-128. Najmanji nepeed koeficijent jecs; = cs; = 1.
Nakon izvrSene transformacije dobijena je tabel29.

Tapela 11-129. Transformisana matrica nakon druggacije

2 (0) 2 2 1
(0 6 1 3 2
2 s o~ o/ 2.

4 1 1 1 (0)

I’ 2 (0) 3 0

Dobili smo pet nezavisnih nula, Sto Znda je reSenje iz tabele 11-129 optimalno, a
njega sainjavaju sledée promenljive:

X12=1 X1=1 X3=1 Xi5=1 X53=1

Optimalno reSenje je predstavljeno u matrici sapaim parametrima, pa izgleda
kao u tabeli 11-130. Minimalna vrednost funkcijat&rijuma iznosi:

F(X) = 11+9+10+0+11= 41,

Tabela T_129. Optimalni raspored kamiona

Utovarna Kamioni
mesta G, G, Gs G, Gy

M 12 11 12 13 0

! 0 1 0 0 0
M 9 16 10 13 0

2 1 0 0 0 0
M 11 10 9 10 0

3 0 0 0 1 0
M 15 13 12 13 0

4 0 0 0 0 1
M 11 14 11 15 0

5 0 0 1 0 0

Optimalno reSenje objaSnjavamo na stédestin: Utovarno mestoM; dobija
kamion iz garaz&,, mestoM, iz garazeG,, mestoM; iz G4 i mestoMs iz garaze
Gs. Utovarno mestd14 treba da dobije kamion iz nepost@egaraze, Sto ztiada
ono née dobiti kamion. Minimalna vrednost funkcije krifama ozn&ava
najkrai put koji ¢e preti svi kamioni od garaza do utovarnih mesta.

7.2.2. Maksimalna vrednost funkcije kriterijuma

Metodom raspokivanja mogu se reSavati i problemi u kojima seitnaaksimalna
vrednost funkcije kriterijuma. Razmaiemo na jednom primeru kako se reSavaju
ovi problemi. U pitanju je dorada proizvo®akoja se moze izvrSiti na 4 radlie
masine. Preduze je obuilo 4 radnika za rad na ovim maSinama. Jedan raginik
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raditi samo sa jednom masinom. Proveradésteusposobnosti radnika izvrSena je
tako Sto je svaki radnik radio po jedan sat na evataSini i za to vreme proizveo
sled€u koli¢inu proizvodaP, kao Sto je prikazano u tabeli I1-131.

Tabela 11-131. Proizvedena kdla proizvoda P

Magine Radnici
Rl R2 R3 R4
M 6 9 9 11
M, 4 5 11 8
M 9 5 12 7
M, 8 10 13 8

Potrebno je izvrsiti takav raspored radnika na maasia da oni ostvare maksimalnu
proizvodnju proizvod#. Ovaj problem maksimuma reSavamo na sledatin:

1) Za svaki red tabele 11-131 odabere se réjkeeficijentc; i oduzme od ostalih
koeficijenata iz tog reda. Tako dobijamo tabela 3.

Tabela 11-132. Transformacija getnih koeficijenata;c- po redovima

2) Svi koeficijenti iz tabele 1I-132 pomnoze se-4ai nastavi se sa reSavanjem
problema trazg minimalnu vrednost funkcije kriterijuma. Dalji koreSavanja

-5 -2 -2 0
-7 -6 0 -3
-3 -7 0 -5
-5 -3 0 -5

problema dat je u tabelama 11-133 do 11-136.

Tabela 11-133. Previenje problema tipa max u tip min

5 2 2 0
7 6 0 3
3 7 0 5
5 3 0 5
Tabela 11-134. Trapsformacija getnih koeficijenata;c- po kolonama
T —2— 1T ) —[— =2 —|— 8 —
— 4 4 (o) ! 3
B S S p— S— iy p———
—> 2 1 0 | 5
Tabela 1I-135. Transformisana matrica nak<|)n priezacije
2 0 3 (0)
3. 3 (0) 2
\0/ 5. 1 5
1 (o) _0 4
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Tabela 11-136. Optimalan plan proizvodnje proizvdéa

Masine Radnici
Ry R, R; R4
M, 6 . 9 . 9 . 11 .
M, 4 . 5 . 11 . 8 0
M, 9 ) 5 . 12 . 7 0
M, 8 . 10 ) 13 . 8 .

Primer je reSen kor#&njem softverskog paketa LINDO i prikazan na gli&8.

JevgJECT TO
|OGRANICENJA SU:

H31+H324X33+K3
H41+H42+K43+H4

H1I+AZI+R31+HE41=1
H12+A22+X32+K4

1P OPTIMUM FOURD 4T STEP in

OQBEJECTIVE FUNCTION VALUE

ROW SLACK OR SURFLUS

REDUCED COST

4000000

0 000000 )
1.000000 0.000000
0. nooooo 3.ooooon

0 0

0.nonooo 0.ooonon
1.000000 0. 000000
O 0ogooo S goDoog
0. nonooo 1. 000000
0.000000 3.000000
0 00gooo 1. gooonn
1.000000 0.gooonn
0.000000 0.000000
0. noonoo 2. oonoon

DUAL PRICES

2) 0 000000 1. goooog
3) 0.000000 —2.000000
1) 0. nonooo 0. ooooon
S) 0 oogooo 0. goooon
&) 0.000000 g.qo0000
7) 0. nonooo 10 Doonon
g) 0.000000 13 000000
) 0.000000 10 200000
HO. ITERATIONS= 10 v

Slika 11-38. Postavka i reSenje problema
Tabela 1I-136 sadrzi optimalno reSenje: Na maBlpiradice radnikR,;, na masini
M, radnik Rs, na maSiniM; radnik R; i na masini M, radnik R.. Njihova
maksimalna proizvodnja proizvodR, za jedan sat rada, je 41 komad, tj.
maxF(x¥41. Ti podaci se mogu titi i na slici 11-38.
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7.3. ReSavanje transportnog problema maarskim metodom

Optimalno reSenje transportnog problema, pored daetmaspodele i metoda
koeficijenata (potencijala), moZe se préirigkoriS¢enjemadarskog metodaPosto
smo upoznali osnove marskog metoda, u poglavlju 7.3., poké&aao na primeru
kako se vrSi njeno prilagavanje za reSavanje transportnog problema. U pitien;
proizvada® koji proizvodi robuA na ¢etiri proizvodna mesta. Robu je potrebno
dostaviti do pet potrogkih centara. Svi potrebni podaci dati su u talelid7.

Tabela 11-137. Pgetni podaci

Potrosa’ki centri
Proizvalaé P, P, P P, Ps
(60) (50) (30) (20) (40)
M, (65) 8 3 5 5 4
M, (50) 2 5 3 6 8
Mz (40) 4 2 8 3 6
M, (45) 3 6 9 5 3

U prvom koraku vrSimo transformaciju koeficijenataprema relaciji (7.2.2), je:

u=3 Ww=2 w=2 u=3
a, prema relaciji (7.2.3):
vi=0 ww=0 w=1 v,=1 v;=0
Transformisane koeficijente unosimo u tabelu [I-188 ostalim podacima o
transportnom problemu.

Tabela 11-138. Transformisana tabela po redovink@lonama

PotroSa’ki centri
Proizvafa¢ P, P, P, P, Py
(60) (50) (30) (20) (40)
_» | Mi (65 |5 :o) I50 1 1 11
| |
( 1
WP DR R AN RN
M; (40) |2 o~ T s 9 a
— I | 20
0 3 5 1 0
M"‘(45)—Q_10—J,_—_'——| —_35

U drugom koraku vrSimo kategorizaciju nula. Ovdeb& imati u vidu dée svaka
nezavisna nula u rnatrici predstavljati onoliko aed, odnosno kolona, kolika je
vrednost slobodnoglana posmatranog reda, odnosno kolone. Drugitimie
slobodni¢lanovi g i by odretuju ,multiplicitet” nezavisne nule u preseku reda i
kolone, pricemu je multiplicitet nezavisne nule jednak manjesinogih slobodnih
¢lanova. ZaokruZeni brojevi u tabeli ozazaju multiplicitet nezavisnih nula.
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Nezavisne nule za tabelu 11-138 odleae su na sledenadin. Prvi red ima samo
jedriu nulu i ona je nezavisna, pa je zaokruzujéoneeni krug). Njen multiplicitet
je 50, a odréen je na osnovu manjeg slobodnidgna prvog reda i druge kolone.
Nula iz tréeg reda druge kolone je zavisna, pa je precrtay@mena linija), sada
trec¢i red ima samo jednu nulgs, = 0. Multiplicitet ove nule je 20. Drugidetvrti
red imaju po dve nule, pa nastavljamo sa druginomedNula u prvoj koloni ima
veci multiplicitet, pa odrdujemo da je ona nezavisna, sa multiplicitetom 5Qig@
nula u drugom redu je sada zavisna. £apicsmo prvu kolonu. Njen multiplicitet
nije ispunjen, pace nula u ¢etvrtom redu biti nezavisna sa preostalim
multiplicitetom od 10. Konéno, nula iz pete koloné&etvrtog reda je nezavisna sa
multiplicitetom 35. Zapazimo da ovo jo$ uvek nedstavija mogte reSenje jer
nisu zadovoljena sva ogréenja.

Prelazimo na korak 3. U ovom koraku treba odresiétiem linija prekrivanja nula
u matrici kako bismo izvrSili novu transformacijoéficijenata. Sistem linija za
tabelu 11-138 odréen je na sled@ nadin.

Nule u prvom i tréem redu imaju manje multiplicitete od vrednosti odayajitih
slobodnih¢lanova ovih redova. Zato su prvi i éraed ozndeni kao redovi koji
nemaju nezavisne nule (crne strelice). Zatim siwriaee kolone (isprekidane
crvene linije) koje imaju nule u ovim redovima, @ gu druga Ketvrta kolona.
Postupak ozrmvanja redova je zavrSen, pa sve nedtem@ redove precrtavamo.

Najmanji neprecrtani element u matrici §& = c;s = 1. PoSto sve neprecrtane
elemente matrice smanjimo za 1, a sve elementeesaka linija poveamo za 1,
dobijamo koeficijente iz tabele 11-139. ReSenjddhkele 11-139 je mogte reSenje,
pa je ono, prema tome, i optimalno reSenje.

Tabela 11-139. Optimalno reSenje

PotroSaki centri
Proizvafac P, P, P, P, Ps
(60) _ (50) (30) (20) (40)
4 0 0 1 0
| 4 4 6
M, (50) Q) 50 /O/
1 0 4 0 3
M3 (40) \) 20 (_) 20
4 5 2 0]
M, (45) |Q) 10 (.) 35

Napomenimo jo$ da svi transformisani koeficijegtiiz tabele 11-139 imaju iste
vrednosti kao i dualne promenljivg; iz klasinog transportnog problema, a koje
se mogu odrediti za optimalno reSenje iz tabel3B-
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